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1. Introduction
Considérons une distribution E régulière sur une variété M . On
note Ωa(E) la variété des chemins de classe H 1 tangents presque
partout à E, d’origine a ∈ M et paramétrisés sur [0,1]. Si E 6=
TM , l’application extrémité ext :Ωa(E)→M n’est pas en général une
submersion : le chemin constant est toujours un point singulier. Les
autres points singuliers de ext sont appelées des courbes anormales. Sous
des conditions géométriques très restrictives dénommées conditions H 2
fortes [21] ou “fat distribution” ([24]), l’application ext ne possède pas de
singularités en dehors du chemin constant. Ce contexte a donné lieu à de
nombreux travaux ([3,5,19], . . .). D’autre part, une importante recherche
récente s’est intéressée à l’étude des courbes anormales ([1,7,11–13,25],
. . .). Le premier objectif de ce travail est de donner une localisation des
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courbes anormales pour des distributions génériques de codimension 2
sur des variétés de dimension 6 et 7 (Théorèmes 3.1 et 3.2). En particulier,
en dimension 6, génériquement, la distribution ne possède pas de courbes
anormales (non constantes) sur une partie ouverte de la variété mais en
possède par ailleurs sur le complémentaire.
L’intérêt de l’étude des couples de 2-tenseurs de Poisson compatibles
sur une variété réside dans le fait que les systèmes hamiltoniens
intégrables apparaissent comme des champs particuliers sur de telles
variétés. L’existence de l’opérateur de récursion permet, dans certains
cas, de construire par induction des intégrales premières de tels systèmes
([8,20], . . .). Le deuxième objectif est de faire une étude géométrique
d’un tel couple de tenseurs dans des situations génériques en petite
dimension. Plus précisément, en dimension 4 et 5, pour un couple
de tenseurs de Poisson générique, nous donnons une description des
singularités de rang de l’opérateur de récursion associé (Théorème 4.2)
et des singularités des feuilletages de Weinstein associés (Théorème
4.3). Dans ce contexte, nous établissons aussi des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’un champ de vecteurs soit bihamiltonien et plus
généralement bidynamique (Théorèmes 4.4 et 4.5).
La Section 2 est consacrée à la construction de stratifications adé-
quates dans des espaces de jets de couples de 1-formes (resp. de bi-
vecteurs). La transversalité à ces stratifications permettra d’établir la
généricité et les propriétés annoncées. Les résultats sur la localisation
des courbes anormales sont détaillés dans le premier paragraphe de la
Section 3. Ces résultats sont des conséquences de résultats plus gé-
néraux (troisième paragraphe) et permettent de décrire complètement
la situation de courbes anormales sur les variétés homogènes de di-
mension 6 et 7 (quatrième paragraphe). Les résultats sur les couples
de tenseurs de Poisson compatibles sont détaillés dans le premier pa-
ragraphe de la Section 4. On montre ensuite l’existence de tenseurs
de Poisson compatibles transverses (deuxième paragraphe). Pour fi-
nir, on établit des conditions nécessaires et suffisantes d’existence de
champs de vecteurs bidynamiques et localement bihamiltoniens. En par-
ticulier, on montre l’existence de solutions pour une équation du type
AX = B où A est une matrice antisymétrique générique de dimen-
sion 5.
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2. Stratification de couples de champs de bivecteurs (resp. de
1-formes)
L’objet de cette partie est de définir des stratifications sur des espaces
de jets qui seront utilisées, d’une part, pour localiser les anormales
relatives à des distribributions de codimension 2 sur des variétés de
dimension 6 et 7 et d’autre part, pour étudier la généricité des couples
de champs de bivecteurs de Poisson compatibles sur des variétés de
dimension 4 et 5 et l’existence de champs de vecteurs localement
bihamiltoniens.
Les stratifications cherchées sur des fibrés sont obtenues à partir
de stratifications sur des espaces vectoriels ou sur des ouverts de tels
espaces. Le passage de la stratification des couples de bivecteurs aux
couples de formes se fera par passage au dual et par identification de
l’espace vectoriel avec son bidual.
On développera une stratification utilisée sur un espace de jets de bi-
vecteurs qui aura été raffinée par le rang du deuxième élément, stratifi-
cation que l’on utilisera pour obtenir des résultats de généricité sur les
couples de tenseurs de Poisson compatibles et sur l’existence de champs
de vecteurs localement bihamiltoniens sur des parties de la variété. La
stratification que l’on utilisera sur les jets de couples de 2-formes se dé-
duira facilement de la stratification non raffinée précédente ; elle permet
une classification des anormales d’une distribution de codimension 2.
2.1. Notations
Pour p appartenant à {4,5}, on introduit les ensembles suivants :
Vp2 : espace vectoriel des bivecteurs sur Rp.
CVp2 : ouvert de Vp2 ×Vp2 des couples (w1,w2) d’éléments indépendants
de Vp2 .
Fp2 : espace vectoriel des 2-formes antisymétriques sur Rp .
CFp2 : ouvert de Fp2 ×Fp2 des couples (β1, β2) d’éléments indépendants
de Fp2 .
On note suppw0 le support du bivecteur w0 de Vp2 , i.e. l’image
de l’application linéaire : α 7→ w0(α, .) dans Rp . L’espace suppw0 est
l’orthogonal du noyau de l’application linéaire précédente.
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Il existe une action de GL(p,R) sur CVp2 définie pour w = (w1,w2)
par (A,w) 7→ (A •w1,A •w2) où
A •wi(α,β)=wi(tAα, tAβ).
Pourw ∈ CV2, on désigne par Epw (ouEw , s’il n’y a pas d’ambiguïté) le
sous-espace vectoriel de Vp2 (de dimension 2) engendré par les bivecteurs
w1 et w2. Il existe alors une action naturelle de GL(2,R) sur CVp2 qui agit
de manière transitive sur les bases de Epw.
2.2. Stratification dans l’espace des couples de bivecteurs
indépendants
2.2.1. Stratification dans CV42
On définit tout d’abord une stratification de CV42 comme image
réciproque par une submersion de la stratification liée à la signature de
l’ensemble des classes projectives de formes quadratiques non nulles
sur R2, à laquelle on adjoint l’ensemble des bivecteurs d’image nulle.
On raffine ensuite cette stratification en fonction du rang du bivecteur
w2. Il est bien connu que la stratification par le rang de l’ensemble des
bivecteurs non nuls sur R4 donne 2 strates notées σ 4 (constituée des
bivecteurs de rang maximum) ouverte et σ 2 (ensemble des bivecteurs de
rang 2) de codimension 1.
On désigne par Q l’ensemble des formes quadratiques sur R2.
A l’aide d’un quelconque quadrivecteur non nul Ξ sur R4, on définit
l’application q par :
q : CV42 → Q
w 7→ AX2 + 2BXY +CY 2
où w1 ∧w1 =AΞ, w1 ∧w2 =BΞ, w2 ∧w2 = CΞ pour w = (w1,w2).
On définit alors les sous-ensembles de CV42 suivants en fonction de la
signature de q(w) :
– SE = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (2,0) ou (0,2)},
– SH = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (1,1)},
– SP = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (1,0) ou (0,1)},
– S0 = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (0,0)}.
Ces ensembles sont indépendants du quadrivecteur Ξ .
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PROPOSITION 2.1. – (1) On a les caractérisations suivantes :
SE est l’ ensemble des couples w pour lesquels tous les éléments de Ew
sont de rang 4.
SH est l’ ensemble des couples w pour lesquels l’ensemble des élé-
ments de Ew qui sont de rang 2 est formé de deux sous-espaces vectoriels
(privés de 0), supplémentaires, de dimension 1.
SP est l’ ensemble des couples w pour lesquels l’ensemble des élé-
ments de Ew qui sont de rang 2 est formé d’un sous espace vectoriel
de dimension 1 (privé de 0).
S0 est l’ ensemble des couples w pour lesquels tous les éléments non
nuls de Ew sont de rang 2.
(2) Soit w′ une autre base de Ew, alors w et w′ appartiennent au même
sous-ensemble Si , i =E,H,P,0.
Preuve. – On reprend les notations précédemment introduites (le qua-
drivecteur non nul Ξ étant fixé).
(1) Comme un élément u ∈ Ew s’écrit u = λ1w1 + λ2w2, il est clair
qu’un élément u de Ew est de rang 2 si et seulement si u ∧ u = 0,
i.e. q(u)(λ1, λ2) = 0 ; les propriétés classiques des formes quadratiques
permettent d’établir le résultat.
(2) Soit w′ une autre base de Ew et P la matrice des composantes de
w′ dans la base w. Si B est la matrice associée à la forme polaire de
q(w) alors la matrice de la forme polaire de q(w′) est égale à tPBP ;
il en résulte que les formes quadratiques q(w) et q(w′) ont les mêmes
invariants caractéristiques, ce qui achève le démonstration. 2
Remarque 2.1. – Ecritures simultanées des bivecteurs w1 et w2 dans
une base (e1, e2, e3, e4) adaptée : w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et
– w ∈ SE si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, w2 = λ(e1 ∧ e2 +
e3 ∧ e4)+µ(e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3), µ 6= 0,
– w ∈ SH si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, w2 = a.e1 ∧ e2 +
b.e3 ∧ e4, a 6= b,
– w ∈ SP si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, w2 = a.e1 ∧ e2 +
e1 ∧ e4 + a.e3 ∧ e4,
– w ∈ S0 si et seulement si w1 = α1 ∧ α2 et w2 = α1 ∧ α3.
LEMME 2.1. – {Si} i=E,H,P,0 est une stratification de CV42 où chaque
strate Si où i = E,H,P,0 est une sous-variété de CV42 invariante par
les actions respectives de GL(4,R) et GL(2,R).
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– SE et SH sont ouverts,
– SP est de codimension 1,
– S0 est de codimension 3.
Preuve. – Soit w ∈ CV42. Pour tout A ∈ GL(4,R), il existe un nombre
réel non nul λ tel que l’on ait : q(A.w) = λq(w) pour w ∈ SE ∪ SH ∪
SP ∪ S0. Par suite, chaque ensemble Si , i = E,H,P,0 est invariant par
cette action.
(a) Désignons par ĈV42 le complémentaire de S0 dans CV42. Cet
ensemble est ouvert et invariant par l’action de GL(4,R). De plus, la
forme quadratique q(w) associé à l’élément w de ĈV42 est non nulle.
Désignons par Q̂ l’espace projectif associé à Q et par q̂ : ĈV42 → Q̂
l’application induite par q. De plus, q̂ est indépendante du choix de
Ξ. Par passage au projectif, l’action naturelle de GL(2,R) sur Q donne
naissance à une action sur Q̂ et les orbites de cette action constituent une
stratification de cette variété. On a deux orbites ouvertes : la projection
de l’ensemble des formes quadratiques de signature (2,0) ou (0,2) et la
projection de l’ensemble des formes quadratiques de signature (1,1). La
troisième orbite est la projection de l’ensemble des formes quadratiques
de signature (1,0) ou (0,1) qui est une sous-variété de codimension 1.
Pour prouver que {Si} i=E,H,P est une stratification de ĈV42 et calculer
la codimension des strates, il suffit d’établir que q̂ est une submersion en
chaque point w de ĈV42.
Afin d’établir la surjectivité de dq̂w on distingue le cas où rangw1 =
rangw2 = 2 du cas rangw1 = 4 ou rangw2 = 4 ; un simple calcul
mène alors au résultat en utilisant le fait que l’image réciproque d’une
stratification par une submersion est encore une stratification.
(b) Si w ∈ S0 on introduit l’application (w1,w2) 7→ (w1 ∧ w1,w1 ∧
w2,w2 ∧ w2) ; S0 apparait alors comme l’ensemble des bivecteurs non
colinéaires ayant pour image (0,0,0) : le résultat découle du fait que
cette application est une submersion en les points considérés. 2
On raffine alors la stratification précédente en considérant le rang du
deuxième bivecteur w2.
Puisque tous les éléments de SE sont de rang 4, on obtient la
stratification raffinée suivante :{
SE,SH,4, SH,2, SP,4, SP,2, S0
}
où :
P. CABAU, F. PELLETIER / Bull. Sci. math. 124 (2000) 459–515 465
– SH,4 = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (1,1), rangw2 = 4},
– SH,2 = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (1,1), rangw2 = 2},
– SP,4 = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (1,0) ou (0,1), rangw2 = 4},
– SP,2 = {w ∈ CV42, sgnq(w)= (1,0) ou (0,1), rangw2 = 2}.
On peut aussi donner une caractérisation analytique de chacun de ces
sous-ensembles :
on choisit une base (e1, e2, e3, e4)de R4 dans laquelle w1 s’écrit sous
la forme simplifiée
w1 = e1∧ e2+ e3∧ e4. On choisit alors le quadrivecteur Ξ = e1∧ e2∧
e3 ∧ e4. Le bivecteur w2 s’écrira alors sous la forme générale :
w2 =∑16i<j64 aij ei ∧ ej . Un simple calcul donne l’expression de la
classe de la forme quadratique qˆ(w) :
qˆ(w)= [2X2 + 2(a12 + a34)XY + 2(a12a34 − a13a24 + a14a23)Y 2].
On introduit alors les applications différentiables suivantes :
Γ
(
a12, . . . , a34
)= a12a34 − a13a24 + a14a23,
∆
(
a12, . . . , a34
)= (a12 − a34)2 + 4(a13a24 − a14a23),
discriminant de qˆ(w).
On a alors les caractérisations analytiques de chacun des sous-
ensembles SE , SH,4, SH,2, SP,4, SP,2 :
SE: ∆< 0, SH,4:
{
∆> 0,













PROPOSITION 2.2. – Propriétés de la stratification raffinée de CV42
(1) S4 = {SE,SH,4, SH,2, SP,4, SP,2, S0} est une stratification de CV42
invariante sous l’action de GL(4,R).
(2) (a) SE et SH,4 sont ouverts.
(b) SH,2 et SP,4 sont des sous-variétés de codimension 1.
(c) SP,2 est une sous-variété de codimension 2.
(d) S0 est une sous-variété de codimension 3.
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(3) SE = SE ∪ SP ∪ S0, SH,4 = SH ∪ SP ∪ S0, SP,4 = SP ∪ S0,
SH,2 = SH,2 ∪ SP,2 ∪ S0, SP,2 = SP,2 ∪ S0.
Preuve. – (1) (2) On utilise les résultats déjà obtenus au Lemme 2.1.
L’invariance de chacun des sous-ensembles sous l’action de GL(4,R)
est évidente.
(a) SE est ouvert comme déjà prouvé au lemme cité (SE est aussi égal
à l’image réciproque de l’ouvert R∗− par l’application continue ∆).
(b) SH,4 est ouvert comme intersection des deux ouverts ∆−1(R∗+) et
Γ −1(R∗). SH,2 est une sous-variété de codimension 1 car Γ définit une
submersion en tout point de SH,2 puisque sa différentielle est non nulle
en tout point de SH,2 (un, au moins, des réels a12, . . . , a34 n’est pas nul).
SP,4 est une sous-variété de codimension 1 car ∆ définit une submersion
en tout point de SP,4 puisque la différentielle de ∆ est de rang 1 en tout
point de SP,4 car le coefficient de da23 est non nul. SP apparaît comme
la réunion d’orbites des éléments de la forme
(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, ae1 ∧ e2 + e1 ∧ e4 + ae3 ∧ e4) (où a ∈R)
sous l’action du groupe de Lie GL(4,R).
(c) SP,2 est alors l’orbite correspondant à a = 0 et est donc de
codimension 1 dans SP .
(d) S0 est une sous-variété de codimension 3 (résultat déjà établi).
(3) Etablissons, par exemple, que SH,4 = SH ∪ SP ∪ S0 : il est évident
que SH,4 ⊃ SH,2 puisque l’élément de SH,2 (e1 ∧ e2+ e3 ∧ e4, a.e1 ∧ e2),
où a 6= 0, est la limite de la suite des éléments (e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, a.e1 ∧
e2 + 1n .e3 ∧ e4) appartenant à SH,4 (pour n suffisamment grand).
D’autre part, l’élément (e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, a.e1 ∧ e2 + e1 ∧ e4 + a.e3 ∧
e4) apparait comme limite de la suite (e1∧ e2+ e3∧ e4, (a+ 1n).e1 ∧ e2+
e1 ∧ e4 + a.e3 ∧ e4) d’éléments de SH,4.
L’élément (e1 ∧ e2, e1 ∧ e3) de S0 apparait, quant à lui, comme limite
de la suite (e1∧e2+ 1n .e3∧e4, .e1∧e3+ 1n .e2∧e4+ 1n .e3∧e4) d’éléments
de SH,4. 2
2.2.2. Stratification dans CV52
On adopte une démarche analogue au paragraphe précédent en défi-
nissant tout d’abord une stratification de CV52 à partir d’une stratification
de l’ensemble des matrices non nulles à 3 colonnes et 5 lignes puis on
raffine cette stratification en fonction du rang du bivecteur w2.
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On désigne parM3,5(R) l’ensemble des matrices à coefficients réels à
3 colonnes et à 5 lignes, et on considère l’application continue
k : CV52 → M3,5(R),
w 7→ MatB(w21,w1 ∧w2,w22),
où B = (e˜1, e˜2, e˜3, e˜4, e˜5) avec e˜i = e1 ∧ · · · ∧ eˆi ∧ · · · ∧ e5 (quadri-
vecteur où le vecteur ei est omis). Les orbites de l’action naturelle
de GL(3,R)×GL(5,R) sur M3,5(R) constituent une stratification ρi,
i = 0,1,2,3, où
ρi = {M ∈M3,5(R): rang(M)= i}
est une sous-variété plongée de codimension (3− i)(5− i).
On définit alors les 4 sous-ensembles Si, i = 0,1,2,3, de CV52
suivants :
Si = {w ∈ CV52: rang(k(w))= i}.
Les lemmes suivants donnent une écriture des éléments de CV52 sous
l’action du groupe GL(5,R) :
LEMME 2.2. – Si w1 est un élément de V52 de rang maximum et si
w2 est un élément de V52 non colinéaire à w1, il existe alors une base
(e1, . . . , e5) de R5dans laquelle w1 peut s’écrire sous la forme w1 =
e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et w2 sous l’une des formes suivantes :
(1) Si kerw1 ⊂ kerw2 (i.e., supp(w1)⊃ supp(w2)) :
(a) w2 = a.e1 ∧ e2 + b.e3 ∧ e4 avec a 6= b.
(b) w2 = a.e1 ∧ e2 + e1 ∧ e4 + a.e3 ∧ e4.
(c) w2 = λ.(e1 ∧ e2+ e3 ∧ e4)+µ.(e1 ∧ e4+ e2 ∧ e3) avec µ 6= 0.
(2) Si kerw1 ∩ kerw2 = {0} (i.e., supp(w1)+ supp(w2)=R5) :
(a) w2 = e1 ∧ e5 + λ.e3 ∧ e4.
(b) w2 = e5 ∧ e4 + λ.e1 ∧ e3 avec λ 6= 0.
LEMME 2.3. – w1 etw2 sont 2 éléments de V52 non colinéaires de rang
2. Il existe alors une base (e1, . . . , e5) deR5dans laquelle w1 peut s’écrire
sous la forme w1 = e1 ∧ e2 et w2 sous l’une des formes suivantes :
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(1) Si dim(supp(w1)+ supp(w2))= 3 alors w2 = e1 ∧ e3,
(2) Si dim(supp(w1)+ supp(w2))= 4 alors w2 = e3 ∧ e4.
Ces deux lemmes permettent d’établir :
LEMME 2.4. – (1) On a les caractérisations suivantes :
(a) S3 est l’ensemble des couples w pour lesquels supp(w1) +
supp(w2)= R5 et pour lesquels tous les éléments non nuls de Ew
sont de rang 4.
(b) S2 est l’ensemble des couples w pour lesquels supp(w1) +
supp(w2) = R5 et pour lesquels l’ensemble des éléments de Ew
qui sont de rang 2 est un sous-espace vectoriel de dimension 1
(privé de 0).
(c) S1 est l’ensemble des couples w pour lesquels dim(supp(w1) +
supp(w2)) = 4. De plus, S1 est la réunion des ensembles S1,j ,
j =E,H,P , caractérisés par :
S1,E est l’ensemble des w de S1 pour lesquels toutes les formes
non nulles de Ew sont de rang 4.
S1,H est l’ensemble des w de S1 pour lesquels le sous-ensemble
des éléments de rang 2 est constitué de 2 droites vetorielles
transverses privées de 0.
S1,P est l’ensemble des w de S1 pour lesquels le sous-ensemble
des éléments de rang 2 est constitué d’une droite vectorielle privée
de 0.
(d) S0 est l’ensemble des couples w pour lesquels dim(supp(w1) +
supp(w2)) = 3 (ceci correspond aux couples w tels que tous les
éléments non nuls de Ew sont de rang 2).
(2) Soit w′ une autre base de Ew , alors w et w′ appartiennent au même
sous-ensemble Si , i = 0,1,2,3.
LEMME 2.5. – {{Si} i=0,2,3, {S1,j}j=E,H,P } est une stratification de
CV52, invariante par les actions respectives de GL(5,R) et GL(2,R).
(1) S3 est ouverte.
(2) S2 est une sous-variété de codimension 2.
(3) S1,E et S1,H sont des sous-variétés de codimension 4, S1,P est une
sous-variété de codimension 5.
(4) S0 est une sous variété de codimension 8.
Preuve. – Remarquons tout d’abord que les ensembles {Si} i=0,2,3 et
{S1,j}j=E,H,P sont invariants sous l’action de GL(2,R). Par ailleurs,
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GL(5,R) conserve le rang de toute 2-forme, donc la dimension de son
support.
(1) S3 est ouvert comme image réciproque par l’application continue k
de l’ouvert deM3,5(R) des matrices de rang 3.
(2) S2 est une orbite de l’action de GL(5,R)×GL(2,R) sur CV52 ;
comme cette action est algébrique, S2 est une sous-variété plongée de
CV52.
Déterminons des équations de S2 : on choisit une base (e1, e2, e3, e4,
e5) de R5 dans laquelle w1 s’écrire sous la forme simplifiée w1 =
e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 ; le bivecteur w2 s’écrit sous la forme générale w2 =∑
16i<j65 a







0 a25 2(a23a45 − a24a35 + a25a34)
0 a15 2(a13a45 − a14a35 + a15a34)
0 a45 2(a12a45 − a14a25 + a15a24)
0 a35 2(a12a35 − a13a25 + a15a23)
2 a12 + a34 2(a12a34 − a13a24 + a14a23)
 .
Un résultat classique d’algèbre linéaire sur le rang permet d’obtenir des
équations indépendantes de S2 :{
a15(a12a45 − a14a25 + a15a24)= a45(a13a45 − a14a35 + a15a34)
a15(a12a35 − a13a25 + a15a23)= a35(a13a45 − a14a35 + a15a34) .
S2 a bien pour codimension 2.
(3) S1 est un ensemble semi-algébrique et l’application
f1 : S
1 → G4(R5),
w 7→ supp(w1)+ supp(w2),
est algébrique et commute avec les actions de GL(5,R)×GL(2,R)
sur CV52 et sur G4(R5) (via la projection de GL(5,R)×GL(2,R) sur
GL(5,R)).
D’autre part (f1)−1(Vect(e1, e2, e3, e4)) est un ouvert d’un espace
vectoriel de dimension 12. Le théorème de fibration de [15] permet
d’affirmer que S1 est une sous-variété de codimension 4 (on obtient
d’ailleurs directement ce résultat en exhibant 4 équations indépendantes
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de cet ensemble). Par ailleurs, il est clair que S1E et S1H sont des ouverts
de S1.
Enfin, S1,P est invariant sous l’action de GL(5,R)×GL(2,R).
(f1)
−1(Vect(e1, e2, e3, e4)) ∩ S1,P est un sous-ensemble de codimen-
sion 1 de (f1)−1 (Vect(e1, e2, e3, e4)). Par suite, S1,P est une sous-variété
de codimension 5.
(4) S0 est un ensemble semi-algébrique et l’application
f0 : S
0 → G3(R5),
w 7→ supp(w1)+ supp(w2),
est continue et commute avec les actions de GL(5,R). D’autre part
f −10 (e1, e2, e3) est un ouvert d’un espace vectoriel de dimension 6. Le
théorème de fibration déjà cité permet d’affirmer que S0 est une sous-
variété de codimension 8. 2
Remarque 2.2. – Ecriture simultanée des bivecteurs w1 et w2 dans
une base (e1, e2, e3, e4, e5) adaptée :
– w ∈ S3 si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et w2 = e5 ∧ e4 +
λ.e1 ∧ e3 avec λ 6= 0.
– w ∈ S2 si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et w2 = e1 ∧ e5 +
λ.e3 ∧ e4.
– w ∈ S1,E si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et w2 = λ(e1 ∧
e2 + e3 ∧ e4)+µ(e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3) avec µ 6= 0.
– w ∈ S1,H si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et w2 = a.e1 ∧
e2 + b.e3 ∧ e4 avec a 6= b ou bien w1 = e1 ∧ e2 et w2 = e3 ∧ e4.
– w ∈ S1,P si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et w2 = a.e1 ∧
e2 + e1 ∧ e4 + a.e3 ∧ e4.
– w ∈ S0 si et seulement si w1 = e1 ∧ e2 et w2 = e1 ∧ e3.
On raffine alors, comme au paragraphe précédent, la stratification
obtenue en considérant le rang du deuxième bivecteur w2.
Puisque tous les éléments de S3 sont de rang 4, on obtient la
stratification raffinée suivante :{
S3, S2,4, S2,2, S1,E, S1,H,4, S1,H,2, S1,P ,4, S1,P ,2, S0
}
.
PROPOSITION 2.3. – Propriétés de la stratification raffinée de CV52 :
P. CABAU, F. PELLETIER / Bull. Sci. math. 124 (2000) 459–515 471
(1) S5 = {S3, S2,4, S2,2, S1,E, S1,H,4, S1,H,2, S1,P ,4, S1,P ,2, S0} est une
stratification de CV52 invariante sous l’action de GL(5,R).
(2) S3 est ouvert.
– S2,4 est une sous-variété de codimension 2.
– S2,2 est une sous-variété de codimension 3.
– S1,E et S1,H,4 sont des sous-variétés de dimension 4.
– S1,H,2 et S1,P ,4 sont des sous-variétés de dimension 5.
– S1,P ,2 est une sous-variété de codimension 6.
– S0 est une sous-variété de codimension 8.
(3) S2,4 = S2 ∪ S1 ∪ S0, S2,2 = S2,2 ∪ S1,H,2 ∪ S1,P ,2 ∪ S0.
Preuve. – (1) Est évident.
(2) Etablissons, par exemple, que S2,2 est de codimension 3 : on utilise
ici les notations usitées dans la démonstration du Lemme 2.5 : il est facile
d’établir que l’espace tangent T(e1∧e2+e3∧e4,e1∧e5)S2,2 a pour équations :
da23 = 0, da24 = 0, da34 = 0 : le résultat en découle.
(3) Se démontre de manière analogue à la Proposition 2.2.
2.3. Stratification dans l’espace des jets de couples de bivecteurs
indépendants
On désigne toujours par p un des deux entiers 4 ou 5 et M est une
variété de dimension p.
On noteW2(M)→M le fibré des couples de bivecteurs indépendants
(dont le premier est de rang maximum) au dessus de M de fibre type ĈVp2
et de groupe structural GL(p,R). D’après le paragraphe précédent, ĈVp2
est muni de la stratification Sp \ S0 dont chaque strate est invariante sous
l’action du groupe de Lie GL(p,R). Le déroulement de cette stratification
invariante sous l’action du groupe structural de W2(M) génère sur ce
fibré une stratification Sp(M) (cf. [9,14] par exemple).
On noteraW2(M) l’ensemble des sections du fibréW2(M)→M. On
munit cet ensemble de la C∞ topologie de Whitney qui en fait un ouvert
d’un espace vectoriel topologique et un espace de Baire.
Un couple de tenseurs de Poisson compatibles est un couple de champs
de bivecteurs (Λ∞,Λ0) vérifiant la condition de nullité des crochets de
Schouten [Λi,Λj ] = 0, i, j =∞,0 (cf. Définition 4.1 et Définition 4.2).
Le sous-ensemble P 2 deW2(M) constitué des couples de tenseurs de
Poisson compatibles est donc naturellement muni de la topologie induite.
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L’ensemble GP des éléments de P 2 transverses à Sp(M) est résiduel
dans P 2. Nous montrerons alors dans le Paragraphe 4.2 que GP n’est pas
vide. A tout élément générique Λ (i.e. appartenant à GP) sera associée
une stratification Sp(Λ) sur la variété par image réciproque.
2.4. Stratification dans l’espace des couples de 2-formes
En identifiant les bivecteurs sur le dual d’un espace vectoriel avec les 2-
formes bilinéaires antisymétriques sur cet espace, on obtient directement
dans CF 42 et CF52 des stratifications analogues à celles obtenues dans CV42
et CV52, stratifications que l’on notera de manière identique, le contexte
permettant à chaque fois de les différencier.
L’application à la localisation d’anormales nécessite de stratifier tout
l’espace vectoriel Fp2 ×Fp2 , p = 4,5. On utilise alors la stratification non
raffinée obtenue sur CFp2 , à laquelle on adjoint l’ensemble SL constitué
des 2-formes antisymétriques colinéaires. Cet ensemble est invariant sous
l’action des groupes GL(2,R) et GL(p,R) et a une structure de variété
de codimension p(p−1)2 − 1. Cette variété peut encore être stratifiée par
les variétés SL,4, SL,2 et SL,0 de couples de 2-formes liées dont le rang
de la deuxième 2-forme est respectivement 4, 2 et 0 ; chaque SL,k est une
sous-variété de codimension (p−k)(p−k−1)2 dans S
L (cf. [9]).
2.5. Stratification dans l’espace des jets de couples de 1-formes
indépendantes
On désigne toujours par p l’un des deux entiers 4 ou 5 mais, dans ce
paragraphe, M est une variété de dimension p+ 2.
Soit P k2 (M) l’espace des k-jets de couples de 1-formes indépendantes
sur la variété M .
L’objet de ce paragraphe est de construire une stratification dans l’es-
pace P 12 (M) permettant d’obtenir la localisation d’anormales relatives
aux distributions de codimension 2 sur M .
Rappelons que P k2 (M) est un fibré sur M dont la fibre type est l’espace
des k-jets en 0 de Rp+2 de couples de 1-formes indépendantes sur
Rp+2 et de groupe structural Gk,p+2, groupe des (k + 1)-jets en 0 de
difféomorphismes locaux de Rp+2 qui fixent 0. De manière classique, on
est amené à construire dans P 12 (M) une stratification adéquate invariante
par l’action de G1,p+2 et du groupe des 1-jets de germes en 0 de champs
de matrices carrées inversibles d’ordre 2 sur Rp+2. Si Si désigne une
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strate dans la fibre, on notera Σi(M) la strate dans P 12 (M) naturellement
associée.
Considérons le fibré canonique Tp au dessus de la grassmannienne
Gp(Rp+2) des p-plans de Rp+2 dont la fibre type est Fp2 ×Fp2 . Le groupe
structural de ce fibré est GL(p,R).
Pour p= 4, dans la fibre type, considérons la stratification {Si} i=E,H,P,0,
{SL,k}k=0,2,4 invariante par l’action de GL(4,R). Le fait que cette stra-
tification soit invariante par cette action permet d’obtenir une stratifica-
tion {ST i} i=E,H,P,0, {ST L,k} k=0,2,4 de T4 dont chaque strate est fibrée
sur G4(R6) de fibre type Si,où i =E,H,P,0 et SL,k, où k = 0,2,4.
Pour p = 5, dans la fibre type, considérons la stratification {Si} i=0,2,3,
{S1,j }j=E,H,P , {SL,k}k=0,2,4 invariante par l’action de GL(5,R). Le fait
que cette stratification soit invariante par cette action permet d’obtenir
une stratification {ST i} i=0,2,3, {ST 1,j} j=E,H,P , {ST L,k} k=0,2,4 de T5
dont chaque strate est fibrée sur G5(R7) de fibre type respective Si,où
i = 0,2,3, ou bien S1,j , où j =E,H,P, ou bien SL,k, où k = 0,2,4.
Considérons maintenant l’application ρp :P 12 (M) → Tp définie de la
manière suivante :
si ω = (ω1,ω2) ∈ P 12 (M), notons Kω l’intersection des noyaux de ω1
et ω2 en 0 ; on pose alors ρp(ω)= (β1, β2) si βi est la restriction à Kω de
la 2-forme dωi.
Désignons par G˜L(2,R) le groupe des germes en 0 de champs de
matrices inversibles d’ordre 2, par G˜p+2 le groupe des germes en 0 de
difféomorphismes locaux qui fixent 0 et par L˜p+2 le groupe produit direct
des groupes G˜L(2,R) et G˜p+2. Il existe une action naturelle de L˜p+2 sur
l’espace P˜ p+22 des germes en 0 de couples de 1-formes indépendantes sur
Rp+2 définie de la manière suivante :
(A,f ) ∗ω= (A∗x((f ∗ω1)x, (f ∗ω2)x)).
On a aussi une action de L˜p+2 sur Tp définie par :
(A,f ) ∗ (K,β)= (d0f −1(K),A∗0((f ∗β1)0, (f ∗β2)0)).
Si GLk(2,R) est le groupe des k-jets en 0 d’éléments de G˜L(2,R), on
note Lk,p+2 le produit direct de GLk(2,R) et de Gk,p+2. Pour k > 0 les
actions précédentes induisent une action de Lk,p+2 sur P k2 (M) et sur Tp.
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PROPOSITION 2.4. – L’application ρp est une submersion qui com-
mute avec l’action de L1,p+2 sur P 12 (M) et sur Tp.
Preuve. – Puisque sur Tp seule la valeur en 0 de la matrice A
intervient et que, par ailleurs, on prend la valeur de dωi en 0, on peut
supposer, sans perte de généralité, que A est constante. D’autre part, pour
toute application h :Rp+2→ Rp+2, on a dh∗ωi = h∗dωi et kerxh∗ωi =
(dxh)
−1(kerh(x)ωi). Il résulte de ces arguments la commutation de ρp
avec les actions de L1,p+2 sur P 12 (M) et sur Tp.
Soit ω˜ = (ω˜1, ω˜2) un élément de P 12 (M). Sans perte de généralité, on
peut supposer que ω˜1(0) = dxp+1 et que ω˜2(0) = dxp+2 ; l’espace vec-
toriel Kω˜ est alors engendré par
∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xp
. Les composantes bji , i =
1, . . . , p, j = p + 1,p + 2 sur ∂
∂xp+1 ,
∂
∂xp+2 des p-uplets de vecteurs in-
dépendants fournit un système de coordonnées locales de Gp(Rp+2) au-
tour de Kω˜. D’autre part, si γi = dxi + bp+1i dxp+1 + bp+2i dxp+2, pour
i = 1, . . . , p et γp+1 = dxp+1, γp+2 = dxp+2, désignons par ak,lh les com-









, i = 1, . . . , p, j = p+ 1,p+ 2, h= 1,2, 16 k < l 6 p}
constituent un système de coordonnées du fibré Tp au dessus d’un











pour h = 1,2 nous donne un système de coordonnées de P 12 (M). Nous
allons calculer l’expression de ρp dans ce système de coordonnées : pour
ω ∈ P 12 (M), proche de ω˜, le déterminant δ de la matrice ( c1,0p+1 c1,0p+2c2,0p+1 c2,0p+2 )
est non nul. Par ailleurs, notons δi,l i = 1, . . . , p, l = p + 1,p + 2,
le déterminant de la matrice ( c1,0i c1,0l
c2,0i c2,0l
). Avec ces notations, dans les







, i = 1, . . . , p,
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a
k,l
h = (δ)2(ch,kl − ch,lk)+ δδl,p+1(ch,k P+1 − ch,p+1 k)
+ δδl,p+2(ch,k p+2 − ch,p+2 k)
− δδk,p+1(ch,l p+1 − ch,p+1 l)
− δδk,p+2(ch,l p+2 − ch,p+2 l)
+ (δk,p+1δl,p+2 − δk,p+2δl,p+1)(ch,p+1p+2 − ch,p+2p+1)
où h= 1,2, 16 k < l 6 p.




= −1 en ω˜ et que, de plus, ∂ah,kl
∂ch,kl
= 1 et que
∂ah,kl
∂ch,lk
= −1, on en conclut que la matrice jacobienne de ρp en ω˜ est de
rang maximum. 2
Pour p = 4, Σi(R6) (resp. ΣL,k(R6)) désigne l’image réciproque de
ST i (resp. ST L,k) par ρ4, pour i =E,H,P,0 (resp. k = 0,2,4)
Pour p = 5, Σi(R7) (resp. Σ1,j (R7), ΣL,k(R7)) désigne l’image
réciproque de ST i (resp. ST 1,j , ST L,k) par ρ5 pour i = 0,2,3 (resp.
j =E,H,P , k = 0,2,4).
3. Application à la localisation d’anormales pour les distributions
de codimension 2 sur les variétés de dimension 6 (resp. 7)
3.1. Présentation des résultats
Le but essentiel de cette partie est de donner des conditions d’existence
et de localisation des courbes anormales pour des distributions génériques
de codimension 2 sur les variétés de dimension 6 et 7.
En dimension 6, génériquement, il existe un ouvert sur lequel il
n’y a aucune courbe anormale en dehors des courbes constantes. Plus
précisément, on obtient le résultat suivant :
THÉORÈME 3.1. – Sur les variétés M de dimension 6, génériquement
dans l’ensemble des distributions régulières de rang 4, il existe une
stratification {Σi}i=E,H,P,0, {ΣL,k}k=2,4,0 de la variété telle que :
(1) ΣE , s’il n’est pas vide, est un ouvert sur lequels les seules courbes
anormales sont constantes. En fait, sur cet ouvert, la distribution
E vérifie la condition H 2, i.e. pour tout X 6= 0 tangent à E, on a
E + [X,E] = TM .
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(2) ΣH , s’il n’est pas vide, est un ouvert sur lequel il existe une
décomposition unique en somme de Whitney de la distribution
en deux champs de plans tels que toute courbe anormale est
entièrement tangente à l’un de ces champs de plans.
(3) ΣP est une hypersurface, éventuellement vide. Le long de ΣP , il
existe un champ de plans unique tel que toute courbe anormale
(s’il en existe) passant par un point de ΣP (s’il en existe) est
tangente à ce champ de plans.
(4) Σ0 est une sous-variété de codimension 3 (éventuellement vide).
Le long deΣ0, il existe deux sous-fibrés F etD deE de dimension
respective 3 et 1 tels que toute courbe anormale passant par un
point de Σ0 et dérivable en ce point est tangente à F et toute
courbe tangente à D est anormale (lorqu’une telle courbe existe).
(5) ΣL,4 ∪ ΣL,2 est une sous-variété de codimension 5 et ΣL,0 une
réunion de points isolés. Le long de ΣL,4, il existe un sous fibré
K de dimension 2 tel que toute courbe anormale passant par un
point de cette variété et dérivable en ce point est tangente à K .
En dimension 7, par contre, la situation est complètement différente
pour les distributions génériques de codimension 2. Nous avons le
résultat suivant :
THÉORÈME 3.2. – Sur les variétés M de dimension 7, pour une
distribution générique régulière de rang 5, il existe une stratification
{{Σi}i=2,3, {Σ1,j}j=E,H,P } de la variété telle que :
(1) Σ3 est un ouvert de M sur lequel le sous-fibré de Cartan F de E
est de dimension 3 contenant un sous-fibré A localement trivial
dont la fibre type est un ensemble algébrique de dimension 2,
invariant par homothétie, tel que toute courbe anormale contenue
dans Σ3 est tangente presque partout à A. De plus, si x ∈ Σ3 et
si v est un vecteur non nul de la fibre Ax, il existe un champ de
vecteurs V , sur un voisinage de x, tangent à A et tel que toute
courbe intégrale de V soit une courbe anormale.
(2) Σ2 est une sous-variété de codimension 2 ayant les propriétés
suivantes :
(a) Le fibré F est de rang 2 sur M et contient un sous-ensemble
A qui est un fibré localement trivial dont la fibre type est un
ensemble algébrique de dimension 2 tel que pour tout v ∈Ax
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il existe localement un champ de vecteurs V tangent à v en x
et dont toutes les courbes intégrales sont anormales.
(b) Il existe sur Σ2 un unique sous-fibré K de dimension 3 tel
que dim(K ∩ F) = 1 et toute courbe anormale tracée dans
Σ2 est tangente à K ou à F . En particulier, si K + F est
transverse à Σ2, aucune courbe anormale n’est entièrement
contenue dans Σ2.
(3) Σ1,j , j = E,H (resp. P ) est une sous-variété de dimension 4
(resp. 5). Le fibré F est de dimension 1 sur chaque Σ1,j , j =
E,H,P . De plus, par toute direction tangente à F en un point
de Σ1,j passe une courbe anormale et on a les propriétés
supplémentaires suivantes :
(a) Toute courbe anormale qui rencontre Σ1,E en un point x est
tangente à F si elle est dérivable en x. Toute courbe contenue
dans cette variété qui est tangente à F presque partout (s’il
en existe) est anormale.
(b) Il existe sur Σ1,H deux uniques sous-fibrés K1 et K2 de
dimension 3 qui contiennent F . Toute courbe anormale qui
rencontre Σ1,H en un point x est tangente à l’un des fibrés
K1 ou K2.
(c) Il existe sur Σ1,P un unique sous-fibré K de dimension 3 qui
contient F et tel que toute courbe anormale qui rencontre
Σ1,P et qui est dérivable en ce point est tangente à K . De
plus pour toute suite xn d’éléments deΣ1,H qui converge vers
x ∈Σ1,P , la limite de chaque (Ki)xn est égale à Kx .
Remarque 3.1. – Pour des raisons de transversalité, comme les codi-
mensions respectives de Σ0, ΣL,k sont strictement plus grandes que 7,
leur image réciproque sur M est génériquement vide.
De manière classique, grâce aux théorèmes de transversalité de Thom,
la généricité de ce type de résultat se ramène à la construction d’une stra-
tification adéquate dans un espace de jets en 0 sur Rn, n = 6 ou 7. Une
telle stratification a été construite dans le Paragraphe 2.5. Il reste à prou-
ver que cette stratification possède bien les propriétés annoncées : c’est le
but du Paragraphe 3.3. Avant d’établir ces propriétés, il est nécessaire de
rappeler quelques généralités sur les courbes anormales. Enfin les résul-
tats du Paragraphe 3.3 permettent de classifier complètement l’existence
et la localisation des courbes anormales pour les distributions de codi-
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mension 2 sur les variétés homogènes de dimension 6 et 7 : c’est l’objet
du dernier paragraphe de cette partie.
3.2. Courbes anormales
Etant donnée une variété M de dimension n, on note Ω̂ la 2-forme
symplectique canonique sur le fibré cotangent pi :T ∗M→M. Désignons
par E une distribution sur M et par P le sous-fibré du fibré cotangent
T ∗M des 1-formes qui s’annulent sur E. Désignons par Ω la 2-forme
fermée sur la variété P induite par Ω̂ . Si q est la dimension de P ,
une base locale ω1, . . . ,ωq de P étant fixée, pour tout λ= (λ1, . . . , λq),
l’élément
∑q
i=1 λiωi(x) est un élément de P désigné par (x, λ). Par





PROPOSITION 3.1. – dpi induit en (x, λ) un isomorphisme entre le
noyau de Ω en (x, λ) et le noyau de ω(λ) en x.
Rappelons qu’une courbe horizontale est une courbe absolument
continue c : [a, b] → M qui est presque partout tangente à E. Nous
prendrons pour définition des courbes anormales la caractérisation
classique suivante :
DÉFINITION 3.1. – Une courbe absolument continue c : [a, b] →M
est anormale si et seulement si il existe une fonction absolument continue
λ= (λ1, . . . , λq) : [a, b]→Rq , non identiquement nulle presque partout,
telle que t 7→ (c(t), λ(t)) soit tangente au noyau de Ω presque partout.
Remarque 3.2. – Le noyau kerΩ(x,λ) de la 2-forme Ω sur la variété
P est égal à l’intersection de T(x,λ)P avec son orthogonal symplectique
(T(x,λ)P)⊥Ω .
Pour toute fonction différentiable H sur T ∗M , désignons par −→H le




Par ailleurs, associons à tout champ de vecteurs X de M son
hamiltonien HX :T ∗M→R défini par :
HX(x,α)= 〈α,Xx〉.
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Si l’on désigne parX1, . . . ,Xp une base locale de E, les équations locales
de P sont alors HXi = 0, i = 1, . . . , p et si Z est un champ de vecteurs
tangents à E, alors −→HZ est tangent à la variété P si et seulement si
H[Z,Xi] = 0 pour tout i = 1, . . . , p. Si cette propriété est vérifiée sur un
ouvert O deP alors toute courbe intégrale de Z sur pi(O) est une courbe
anormale.
Dans la suite, nous utiliserons aussi la notion de vecteur de croissance
d’une distribution qui est définie comme suit :
DÉFINITION 3.2. – Si F est une distribution sur une variété M , on
lui associe les distributions (singulières) définies par récurrence par :
Fk+1 = Fk + [Fk,F ] avec F 1 = F, où [ , ] désigne le crochet de Lie.
Le vecteur de croissance de F en x est la suite croissante d’entiers
(r1, . . . , rk) où ri est la dimension de F i en x.
3.3. Propriétés des germes de couples de 1-formes indépendantes
dont le jet appartient à Σi, i =E,H,P,0,L (n= 6), à Σi,
i = L,0,2,3 ou Σ1,j , j =E,H,P (n= 7)
Considérons un germe en ω de couples de 1-formes indépendantes en
0 de Rn (n= 6 ou 7). On note encore ω un représentant de ce germe sur
un voisinage de 0 et E la distribution définie par ω.
On se propose de préciser ici la localisation des courbes anormales
tangentes à E et de justifier les résultats énoncés dans les Théorèmes 3.1
et 3.2.
Tous ces résultats seront énoncés sous forme de propositions et certains
résultats typiquement génériques sous forme de corollaires.
3.3.1. Propriétés des germes de couples de 1-formes indépendantes
dont le 1-jet appartient à Σi, i =E,H,P,0,L (n= 6)
Appartenance à ΣE
PROPOSITION 3.2. – Si ω(0) appartient à ΣE(R6), il existe un
voisinage de 0 sur lequel la distribution E associée ne possède aucune
courbe anormale non constante.
Preuve. – Soit ω = (ω1,ω2) un germe de couples de 1-formes indé-
pendantes en 0 de R6.
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Si ω(0) ∈ΣE , toutes les 1-formes α de P ont une différentielle dα qui
est de rang maximal 4 en restriction à E en 0. Par suite, le noyau de ω(λ)
est nul en 0 (pour tout λ ∈ R2 non nul) et, d’après la Proposition 3.1, le
noyau de Ω est aussi nul en (0, λ) ; par suite, cette propriété reste vraie
pour tout (x, λ), λ 6= 0, pour tout x appartenant à un voisinage U de 0.
On en déduit que E ne possède aucune courbe anormale non constante
sur ce voisinage. 2
Appartenance à ΣH
LEMME 3.1. – Soit ω un germe tel que ω(0) appartient à ΣH(R6).
Il existe une base locale (ω′′1,ω′′2) de P telle que les restrictions βi des
2-formes dω′′i à E (i = 1,2) soient de rang 2 sur un voisinage de 0. De
plus, si α ∈ P est une 1-forme telle que la restriction β ′ de dα à E soit
de rang 2, il existe alors une fonction non nulle φ telle que β ′ = φβ1 ou
bien β ′ = φβ2.
Preuve. – Soit ω un germe tel que ω(0) appartient à ΣH(R6). Il existe
alors, d’après la caractérisation de SH , une base locale (ω′1,ω′2) de P sur
un voisinage de 0 telles que les différentielles dω′i soit de rang maximal 4
en restriction à E en 0. Quitte à restreindre ce voisinage, on peut supposer
que cette propriété est vraie en tout point x de ce voisinage. Considérons
alors une forme volume Λ sur ce voisinage et notons Q(x) la forme
bilinéaire associée au couple ω′ = (ω′1,ω′2) en chaque point x comme
défini précédemment. Puisque, en 0, ce champ C∞ de formes bilinéaires
est de signature (1,1) il en est de même sur un voisinage de 0. Si on note
β ′i la restriction de dω′i à E, on a : Q(X,Y ) = aX2 + 2bXY + cY 2 où
β ′1 ∧ β ′1 = aΛ, β ′1 ∧ β ′2 = bΛ et β ′2 ∧ β ′2 = cΛ. Comme a et c sont non
nuls, il existe des fonctions f et g, non nulles et distinctes, solutions de
l’équation aX2 + 2bX+ c= 0.
Les 1-formes ω′′1 = fω′1 + ω′2 et ω′′2 = gω′1 + ω′2 possèdent alors la
propriété annoncée.
La deuxième partie résulte de la Proposition 2.1. 2
PROPOSITION 3.3. – Soit ω un germe tel que ω(0) appartient à
ΣH(R6) et E le fibré défini par ω. Il existe sur un voisinage de 0 deux
uniques sous-fibrés F1 et F2 de E, de dimension 2, ayant les propriétés
suivantes :
(1) E est somme de Withney de F1 et F2.
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(2) Le vecteur de croissance de chacun de ces deux fibrés est du type
(2,3, . . .).
(3) Toute courbe anormale contenue dans ce voisinage est tangente
presque partout à un seul de ces fibrés.
(a) Si en 0 on a E + F 3i = TM (i = 1,2), il existe un voisinage
de 0 sur lequel chaque Fi contient un unique sous-fibré en
droites Di tel que toute courbe horizontale tangente à Fi est
anormale si et seulement si elle est tangente à Di .
(b) S’il existe un voisinage de 0 tel que E + F 3i 6= TM , alors
toute courbe tangente à Fi est anormale.
Preuve. – Considérons un germe ω tel que ω(0) appartient à ΣH(R6).
(1) Choisissons une base (ω′1,ω′2) de P telle que les restrictions βi
des 2-formes dω′i à E (i = 1,2) soit de rang 2 sur un voisinage de 0.
On note Xi et Yi , i = 1,2, une base du noyau de la restriction βi . Il
résulte de la deuxième partie du lemme précédent que les sous-fibrés Fi
engendrés par Xi et Yi ne dépendent pas du choix de la base (ω′1,ω′2),
sont supplémentaires et sont déterminés de manière unique.
(2) On peut choisir une base (Xi, Yi) de ces fibrés pour que
βi(Xj , Yj )= 1 pour i 6= j.On a donc ω′i([Xj ,Yj ])=−1 etω′i([Xi,Z])=
ω′i([Yi,Z]) = 0 pour i = 1,2 et tout Z de E. Ainsi [Xi,Yi] /∈ E et par
conséquent dim F 2i = 3. On en déduit que le vecteur de croissance de
chaque Fi est du type (2,3, . . .).
(3) Pour toute fonction H sur T ∗M, −→H désigne toujours le champ
hamiltonien associé ; si X est un champ de vecteurs, HX désigne encore
l’hamiltonien correspondant. On pose alors : Hi = HXi et Ki = HYi
(i = 1,2).
La variété P a alors pour équations Hi = Ki = 0 et l’orthogonal
symplectique de son espace tangent est engendré par −→Hi et −→Ki. Par
suite, −→Hi est tangent à P si et seulement si −→Hi(Hj)=−→Hi(Kj )= 0, pour
j = 1,2. Comme−→HX(HY )=H[X,Y ], la seule équation non identiquement
nulle estH[Xi,Yi ] = 0. On a un résultat analogue pour Ki, i = 1,2. Posons
Li =H[Xi,Yi ]. En conséquence, l’ensemble S des points où Ω possède un
noyau (de dimension 2) a pour équation L1 = 0 ou L2 = 0 dans P et
ce noyau est engendré par −→H1,−→K1 ou −→H2,−→K2 respectivement. Dans le
premier cas, ce sont les formes proportionnelles à ω′1 et dans le second à
ω′2. Comme S est de codimension 1, l’intersection de kerΩ avec T S est
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au moins de dimension 1. L’espace kerΩ sera tangent à S au point où
l’on a −→Hi(Li)= −→Ki(Li)= 0 pour i = 1 ou i = 2.
(a) Supposons que E + F 3i = TM en 0 ; alors nécessairement, en
0, l’un des crochets de Lie [Xi, [Xi,Yi]] ou [Yi, [Xi,Yi]] n’est pas
linéairement dépendant en 0 des vecteurs Xi,Yi, [Xi,Yi]. On peut
supposer que c’est [Xi, [Xi,Yi]]. On a alors ω′i([Xi, [Xi,Yi]]) 6= 0 sur
un voisinage de 0 i.e. −→Hi(Li) 6= 0 puisque −→Hi(Li) = H[Xi,[Xi,Yi ]]. On en
déduit que l’intersection du noyau kerΩ de Ω avec T S est de dimension
1 au dessus de ce voisinage. Sous ces hypothèses, la 2-forme restriction
dω′i à F 2i n’est pas nulle ; elle est donc de rang 2 et son noyau est donc un
champ de droites. D’autre part dω′i(Xi, Yi)= 0 ; il existe donc un champ
de vecteurs Zi = fiXi + giYi qui engendre le noyau de la restriction de
dω′i à F 2i . On en déduit que kerΩ ∩ T S est engendré par −→HZi .
Il en résulte que toute courbe tangente à Fi est anormale si et seulement
si elle est tangente au champ de directions Di engendré par Zi.
(b) Supposons que E + F 3i 6= TM sur un voisinage de 0 ; on a alors
ω′i([Xi, [Xi,Yi]]) = ω′i([Yi, [Xi,Yi]]) = 0 et kerΩ est tangent à S. Par
suite, toute courbe tangente à Fi est anormale. 2
Appartenance à ΣP
LEMME 3.2. – Soit ω un germe de 1 formes indépendantes dont le 1-
jet appartient à ΣP(R6) au dessus d’une variété S contenant 0. Il existe
des 1-formes ω′′i , pour i = 1,2, sur un voisinage U de 0, continues sur
U , de classe C∞ sur U \ S et sur S et une partition U− et U+ de U \ S
en deux ouverts non vides ayant les propriétés suivantes :
(1) Sur U−, ω′′1 et ω′′2 sont indépendantes et les restrictions β ′′i des
2-formes dω′′i à E sont de rang 2.
(2) Sur S, on a ω′′1 = ω′′2 et les 2-formes β ′′i définies sur U− possèdent
un même prolongement par continuité en une 2-forme βˆ de rang 2
sur E en tout point de S et de plus βˆ est de classe C∞ sur S.
(3) Toute 1-forme de P dont la restriction de la différentielle à E est
de rang 2 est proportionnelle à β ′′1 ou β ′′2 sur U− et à βˆ sur S.
(4) Toute 1-forme de P dont la restriction de la différentielle à E est
non nulle est de rang 4 au desssus de U+.
Preuve. – Soit Λ une forme volume sur E. On note, comme dans la
démonstration du Lemme 3.1, Q(X,Y )= aX2 + 2bXY + cY 2 le champ
de formes quadratiques associé. Soit S ′ l’ensemble des points où Q est
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de rang 1 ; S ′ contient S. Soit U− l’ouvert où la signature de Q est (1,1).
Les solutions de l’équation aX2+ 2bX+ c= 0 définissent des fonctions
continues f et g sur U− ∪ S ′ qui sont C∞ sur U− et égales sur S ′ et les
restrictions de f et g à S sont aussi C∞. Les 1-formes ω′′1 = f ω′1+ω′2 et
ω′′2 = gω′1 +ω′2 vérifient les conclusions du lemme. 2
PROPOSITION 3.4. – Soit ω un germe de 1 formes indépendantes dont
le 1-jet appartient à ΣP(R6) au dessus d’une variété S contenant 0.
Désignons par E le fibré défini par ω et par U− l’ouvert des points où
le 1-jet de ω appartient à ΣH(R6). Sur S, il existe un sous-fibré F de E
unique, de dimenson 2, ayant les propriétés suivantes :
(1) Pour toute suite (xn) de points de U− qui converge vers x ∈ S et
telle que la limite des 2-plans Fi(xn) exite, alors cette limite est
égale à F(x).
(2) Toute courbe anormale passant par x ∈ S et dérivable en x est
tangente à F .
(3) Supposons que S soit un voisinage de 0.
(a) Si E + F 3 = TM sur S alors il existe un feuilletage en
courbes de S tel que toute courbe horizontale contenue dans
S est anormale si et seulement si elle est contenue dans une
feuille.
(b) Si E + F 3 6= TM sur S, toute courbe horizontale contenue
dans S est anormale si et seulement si elle est tangente à F .
Preuve. – Considérons un germe ω de 1-formes indépendantes dont le
1-jet appartient àΣP(R6) au dessus d’une variété S contenant 0. Il existe
alors une base ω′ = (ω′1,ω′2) du système de Pfaff P engendré par ω telle
que les restrictions β ′i de dω′i à E soit de rang maximal 4 en 0, donc, par
continuité, sur un voisinage de ce point.
Avec les notations du lemme, les sous-fibrés Fi de E noyaux de β ′′i
au dessus de U− et le sous-fibré F de E, noyau de βˆ, au dessus de S
vérifient les propriétes (1) et (2).
Supposons que S soit un voisinage de 0. Le fibré F 2 est bien défini sur
S. Considérons une base (X,Y ) de F sur S. Comme dans la preuve de
la Proposition 3.3 le noyau de Ω est engendré par −→HX et −→HY . Le même
raisonnement permet d’obtenir la propriété (3). 2
COROLLAIRE 3.1. – Soit ω un germe de 1-forme indépendantes
transverses à ΣP(R6) en 0. Il existe alors une hypersurface SP sur un
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voisinage U de 0 et une partition de U \ SP en deux ouverts non vides
U+ et U− ayant les propriétés suivantes :
(1) Sur U+, la distribution E ne possède aucune courbe anormale
(non constante).
(2) Sur U−, la distribution E possède une décomposition en somme
de Whitney E = F1 + F2 ayant les propriétés décrites dans la
Proposition 3.3.
(3) Sur SP il existe un sous-fibré F de E unique de dimension 2 ayant
les propriétés suivantes :
(a) Pour toute suite (xn) de U− qui converge vers x ∈ SP et telle
que la limite des 2-plans Fi(xn) existe alors cette limite est
égale à F(x).
(b) Toute courbe anormale passant par x ∈ SP et dérivable en x
est tangente à F .
Preuve. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes transverses à
ΣP(R6) en 0. En reprenant les notations du lemme précédent, la forme
quadratique Q est alors transverse en 0 à la stratification canonique de
l’espace des formes quadratiques sur R2. Il en résulte que l’ensemble,
noté SP , des points où Q est de signature (1,0) ou (0,1) est une
hypersurface sur un voisinage U de 0 qui partage U en deux ouverts
non vides U+ des points où la signature est (2,0) ou (0,2) et U−
où la signature est (1,1). Le résultat découle alors des 3 propositions
précédentes. 2
Appartenance à Σ0
PROPOSITION 3.5. – (1) Soit ω un germe de 1 formes indépendantes
dont le 1-jet appartient à Σ0(R6) au dessus d’une sous-variété S
contenant 0. Sur S, il existe un unique sous-fibré F de E de dimension
3 tel que toute courbe anormale passant par un point de S sur M et
dérivable en ce point est tangente à F .
(2) Si, de plus, S est un voisinage de 0, F contient un sous-fibré en
droites D tel que toute courbe tangente à D est anormale (lorsque de
telles courbes existent). De plus, pour tout x ∈ S et tout v ∈ Fx où v /∈D,
il existe un champ de vecteurs V sur S égal à v et dont toutes les courbes
intégrales sont anormales.
Preuve. – (1) Soit ω un germe de 1 formes indépendantes dont le 1-jet
appartient à Σ0(R6) au dessus d’une sous-variété S contenant 0. Notons
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encore βi la restriction de dωi à E. On sait qu’il existe alors, au dessus
de S des champs de formes linéaires sur E indépendantes γl, l = 1,2,3,
telles que β1 = γ1∧ γ2 et β2 = γ1∧ γ3. Il existe sur un voisinage de 0 des
champs de vecteurs X1,X2, Y,Z tangents à E et tels que Xi,Y soit une
base du noyau de βi au dessus de S et βi(Xj ,Z)= 1 pour i 6= j . Comme
sur S, Y est contenu dans le noyau de toute 2-forme α non nulle sur E,−→
HY est toujours dans le noyau de Ω au dessus de S. De plus, le noyau de
α est toujours de dimension 2 ; une combinaison linéaire de X1 et X2 en
est un autre élément non colinéaire à Y. Par ailleurs, dans T ∗M au dessus
de S, le noyau de Ω est tangent à la variété P. L’autre vecteur de base de
kerΩ sera une combinaison linéaire de −−→HX1 et −−→HX2 ; plus précisément,
en (x, λ1, λ2) ∈ P, ce vecteur vaut −→L (x,λ1, λ2) = λ1−−→HX1 − λ2−−→HX2 . Le
sous-fibré F sur S engendré par X1,X2, Y vérifie les propriétés de la
première partie de la proposition.
(2) Supposons maintenant que S soit un voisinage de 0. Notons D le
sous-fibré en droites engendré par Y. Ce fibré est caractérisé par le fait
que tout champ de vecteurs T tangent à D sur S vérifie [T ,X] ∈ E pour
tout X ∈E. Il en résulte que toute courbe tangente à D est anormale.
Considérons v ∈ Fx, v /∈D ; on peut donc écrire v = a1X1 + a2X2 +
bY avec a1 ou a2 non nul. Sur P , le champ de vecteurs −→L + b−→HY est
dans le noyau de Ω et pour tout x ∈ S, son évaluation en (x, a1, a2) se
projette, via dpi , sur V en x. Il en résulte que toute courbe intégrale de V
est une courbe anormale. 2
COROLLAIRE 3.2. – Soit ω un germe de 1 formes indépendantes
transverse à Σ0(R6) en 0.
Il existe alors une stratification Ui, Sj , i = +,− et j = 0,P d’un
voisinage U de 0 telle que :
(1) Sur l’ouvert U+ (resp. U−), on a la situation décrite dans la
Proposition 3.2 (resp. Proposition 3.3).
(2) Au voisinage d’un point de l’hypersurface SP on a la situation
décrite dans le Corollaire 3.1.
(3) S0 est une sous-variété de codimension 3 sur laquelle il existe deux
sous-fibrés F et D de E de dimension respective 3 et 1 tels que
toute courbe anormale passant par un point de S0et dérivable
en ce point est tangente à F et toute courbe tangente à D est
anormale (lorsque de telles courbes existent).
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Preuve. – Soit ω un germe de 1 formes indépendantes transverses à
Σ0(R6) en 0. Comme dans la démontration du Lemme 3.1, la forme
volume sur E étant fixée, le champ de formes quadratiques associé à ω
est transverse à la stratification Si, i =E,H,P,0 de l’espace des formes
quadratiques sur R2. La stratification image réciproque définit les ouverts
U+,U−, l’hypersurface SP , sur laquelle Q est de signature (1,1), et la
variété S0 de codimension 3 des points où Q est nulle. Le corollaire est
alors une conséquence des Propositions 3.2 à 3.5. 2
Appartenance à ΣL
PROPOSITION 3.6. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes
appartenant àΣL,4(R6) (resp. ΣL,2(R6)) en 0 au dessus d’une variété S
(resp. S ′) contenant 0. Il n’existe alors aucune courbe anormale contenue
dans S. Sur S ′, par contre, il existe un unique sous fibré K de dimension
2 tel que toute courbe anormale contenue dans S ′ est tangente à K (aux
points où elle est dérivable).
Preuve. – La démonstration de cette proposition est laissée au lec-
teur. 2
3.3.2. Propriétés des germes de couples de 1-formes indépendantes
dont le 1-jet appartient à Σi, i = 0,2,3 ou à Σ1,j où
j =E,H,P (n= 7)
Considérons un couple ω= (ω1,ω2) de 1-formes indépendantes sur un
ouvert U de R7 et Λ une forme volume sur R7.
On note Xi, i = 1,2, le champ de vecteurs sur U défini par :
iXiΛ= ω1 ∧ω2 ∧ dωi ∧ dωi.
On note X3 le champ de vecteurs sur U défini par :
iX3Λ= ω1 ∧ω2 ∧ dω1 ∧ dω2.
Il est alors clair que le module F engendré par X1,X2,X3 ne dépend
que du module de 1-formes engendré par ω1 et ω2 et il est indépendant
du choix de la forme volume Λ. Par analogie avec [12] et [13], ce module
sera applelé module de Cartan de ω.
Si E désigne la distribution définie par ω, F est contenu dans E et on
dira que F est le module de Cartan de E. On note encore P le module de
1-formes engendré par ω.
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Considérant P comme sous-variété de T ∗R7 identifiée à U×R2, via la
base ω, désignons par C l’ensemble des covecteurs (x, λ1, λ2) tels que la
restriction à E de λ1 dω1 + λ2 dω2 soit, en x, de rang inférieur ou égal à
2. Sur l’ouvert P \C, le noyau de Ω est de dimension 1 et il est engendré
par −→L (x, λ1, λ2)= λ21 −−→HX1 + 2λ1λ2 −−→HX3 + λ22 −−→HX2 .
Appartenance à Σ3
PROPOSITION 3.7. – Si ω(0) appartient à Σ3(R7), le module de
Cartan de E est de dimension 3 sur un voisinage U de 0.
Dans F , il existe un sous-fibré A localement trivial dont la fibre type
est un ensemble algébrique de dimension 2, invariant par homothétie, tel
que toute courbe anormale est tangente presque partout à A.
De plus, si x ∈U et si v est un vecteur non nul de la fibre Ax, il existe
un champ de vecteurs X sur un voisinage de x tangent à A et tel que
toute courbe intégrale de X soit une courbe anormale.
Preuve. – La première partie de la proposition est évidente. On note
(X1,X2,X3) une base du module de Cartan de E. On écrit X = a1X1 +
a2X2+a3X3 tout champ de vecteurs tangent à F . Avec ces notations, soit
A l’ensemble des vecteurs v de la fibre Fx dont les composantes vérifient
l’équation a23 = 4a1a2. On construit ainsi le sous-fibré de F annoncé. En
effet, si c : [t1, t2] → U est une courbe anormale, il existe des fonctions
absolument continues λi : [t1, t2]→R telles que c˙ soit tangente au noyau
de λ1 dω1 + λ2 dω2|E. Or, on sait que ce noyau est de dimension 1 ; il
est donc engendré par λ21X1 + 2λ1λ2X3 + λ22X2. Il en résulte que c˙ est
tangent à A presque partout.
Pour la réciproque, sans perte de généralité, on peut se placer en x = 0.
Soit v ∈A0, v 6= 0. On note V le champ de vecteurs a1X1+a2X2+a3X3
sur U , ai = cte caractérisé par X0 = v. Par construction de A, il existe
alors (λ1, λ2) tel que la projection par dpi de −→L en (x, λ1, λ2) soit égal à
V en x. Les courbes intégrales de V sont donc anormales. 2
Appartenance à Σ2
PROPOSITION 3.8. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes
dont le 1-jet appartient à Σ2(R7) sur une sous-variété fermée S d’un
voisinage U de 0. Sur S, il existe un unique sous-fibré K de la
distribution E de dimension 3 ayant les propriétés suivantes :
(1) Le fibré de Cartan F est de rang 2 au dessus de S et F ∩K est un
fibré en droites.
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(2) Toute courbe anormale qui est contenue dans S est tangente à K
ou à F .
(3) Au dessus de S, le fibré F contient un sous-fibré localement trivial
A dont la fibre type est un ensemble algébrique de dimension 2,
invariant par homothétie, tel que toute courbe anormale tangente
à F sur S est tangente presque partout à A. Réciproquement, si
x ∈ S, et si v est un vecteur non nul de la fibre Ax, il existe un
champ de vecteurs V sur un voisinage de x dans R7, tangent à F
et tel que toute courbe intégrale de V soit une courbe anormale.
(4) Supposons que S soit un voisinage de 0.
(a) Si on a E + [K,E] + [K, [K,E]] = TM en 0, il existe
alors un unique sous-fibré H de dimension 2 dans K sur
un voisinage de 0 tel que toute courbe tangente à K soit
anormale si et seulement si elle est tangente à H .
(b) Si E+[K,E]+ [K, [K,E]] 6= TM sur S, alors toute courbe
tangente à K est anormale.
Preuve. – Soit ω un germe vérifiant les hypothèses de la proposition.
Montrons d’abord qu’il existe une base ω′ = (ω′1,ω′2) du module P
engendré par ω telle que β ′1 = dω′1|E soit de rang 4 et β ′2 = dω′2|E soit
de rang 2 sur S et que toute forme γ ∈ P telle que β ′′ = dγ |E est de
rang 2, on a β ′′ = f.β ′2. En effet, il résulte de la Remarque 2.2 que, sur
un voisinage de 0, il existe des 1-formes indépendantes α1, . . . , α5 dont
les restrictions à E forment une base du dual et telles que sur S on ait :
dω1|E = (α1 ∧ α2 + α3 ∧ α4) et dω2|E = (α1 ∧ α5 + f.α3 ∧ α4) où f
est une fonction sur S. Les formes ω′1 et ω′2 = ω2 − f.ω1 vérifient les
propriétés annoncées. Le fibré K est alors le noyau de β ′2. La propriété
(1) est alors élémentaire. Si c : [t1, t2] → U est une courbe anormale et
si (c, λ1, λ2) est un relèvement dans la variété P alors c˙ est tangent au
noyau de λ1 dω′1 + λ2 dω′2|E. Ce noyau est contenu dans F aux points
où c(t) /∈ S ou bien c(t) ∈ S mais λ1(t) 6= 0 et il est contenu dans K aux
points c(t) ∈ S et λ1(t)= 0.
La propriété (3) se démontre comme dans la Proposition 3.7.
Supposons que S soit un voisinage de 0. Il est alors facile de construire
une base (X1,X2, Y1, Y2,Z) de E sur S telle que :
– X1 engendre le noyau de β ′1.
– (X2, Y1, Y2) soit une base du noyau de β ′2 (i.e. K).
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– β ′1(X2,Z) = β ′1(Y1, Y2) = β ′2(X1,Z) = 1 est les autres évaluations
sur cette base sont nulles.
– F soit engendré par X1,X2.
Puisque S est un voisinage de 0, toute 1-forme α pour laquelle dα|E
est de rang 2 est proportionnelle à ω′2. Par suite, l’ensemble C est le
module engendré par ω′2 (privé de la section nulle). Dans P considéré
comme sous-variété de T ∗M , C est une sous-variété de codimension





HY2 . L’intersection de T C et KerΩ est au moins de dimension
2. Par ailleurs, le fibré E + [K,E] est égal au noyau de ω′2 et il est
engendré par X1,X2, Y1, Y2,Z, [Z,X2].
Si E + [K,E] + [K, [K,E]] = TM , cette propriété est vraie sur
un voisinage de 0 dans S. Sous cette hypothèse, dans E, on a donc
ω′2[X2, [Z,X2]] 6= 0 ou bien ω′2[Yi, [Z,X2]] 6= 0 pour i = 1 ou 2. On
en déduit que la restriction de dω′2 à E + [K,E] est au moins de rang 4.
Ce rang ne peut pas être égal à 6 car sinon le rang de β ′2 (sur E) serait
égal à 4 et, par suite, il existe deux champs de vecteurs indépendants Y ′1
et Y ′2 tangents à K et tels que dω′2(Y ′i ,X)= 0 pour tout X ∈E + [K,E].
On en déduit que l’intersection du noyau de ω′2 avec T C est de dimension
2 et il engendré par −→HY ′1,
−→
HY ′2, ce qui achève la démonstration sous cette
hypothèse.
Si maintenant E + [K,E] + [K, [K,E]] 6= TM sur S, on en déduit
que ω′2[Y, [Z,X2]] = 0 sur S pour tout Y tangent à K . Par suite, le noyau
de Ω est tangent à C et toute courbe tangente à K sera anormale. 2
En utilisant les arguments classiques de transversalité, on obtient :
COROLLAIRE 3.3. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes
transverses à Σ2(R7). Il existe alors une sous-variété S2 de codimension
3 sur un voisinage U de 0 ∈R7 ayant les propriétés suivantes :
(1) Le module de Cartan F est de rang maximal 3 sur U \ S2 et de
rang 2 sur S2.
(2) F contient un sous-ensemble A qui est un fibré localement trivial
au dessus de U \ S2 (resp. S2) dont la fibre type est un ensemble
algébrique de dimension 2 tel que pour tout v ∈ Ax, il existe
localement un champ de vecteurs X tangent à A et égal à v en
x et dont toutes les courbes intégrales sont anormales.
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(3) Il existe sur S2 un unique sous-fibré K de dimension 3 tel que
dim(K ∩ F) = 1 et toute courbe anormale tracée dans S2 est
tangente à K ou à F . En particulier, si K + F est transverse à
S2, aucune courbe anormale n’est entièrement contenue dans S2.
Appartenance à Σ1
PROPOSITION 3.9. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes
dont le 1-jet appartient à Σ1,j (R7), j = E,H,P sur une sous-variété
Sj d’un voisinage U de 0. Alors le module de Cartan F associé est de
rang 1 au dessus de Sj et toute courbe contenue dans Sj et tangente à F
(presque partout) est anormale. De plus, on a :
(1) Si j = E, les seules courbes anormales contenues dans SE sont
celles qui sont tangentes à F .
(2) Si j =H, sur SH , il existe deux uniques sous-fibrés Ki, i = 1,2,
tels que K1 ∩ K2 = F et K1 + K2 = E. Toute courbe anormale
contenue dans SH est tangente (presque partout) à l’un des fibrés
K1 ou K2.
Si, de plus, SH est un voisinage de 0 et si E + [Ki,E] +
[Ki, [Ki,E]] = TM pour i = 1 ou i = 2, Ki contient un unique
sous-fibré Hi de dimension 2 sur un voisinage de 0 tel que toute
courbe tangente à Ki est anormale si et seulement si elle est
tangente à Hi. Par contre, si E + [Ki,E] + [Ki, [Ki,E]] 6= TM
sur SH , toute courbe tangente à Ki est anormale.
(3) Si j = P , sur SP , il existe un unique fibré K ayant les mêmes
propriétés que les fibrés Ki précédents.
(4) Pour toute suite (xn) de points de SH qui converge vers x dans SP
alors la limite de Kixn est égale à Kx .
Preuve. – Il est clair que, par définition, F est de dimension 1 sur Sj
et il est contenu dans le noyau de dα|E pour tout α ∈P .
Nous n’établirons ici que les propriétés (2) et (4), les autres étant
laissées au lecteur.
(2) Si j =H, comme dans la preuve de la proposition précédente, on
peut construire sur un voisinage U de 0 une base ω′ = (ω′1,ω′2) du module
P engendré par ω telle que la restriction β ′i de dω′i à E soit de rang 2 sur
SH (pour i = 1,2). Le fibré Ki sur SH est le noyau de β ′i sur SH ; il
contient donc F et E =K1 +K2.
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Supposons maintenant que SH soit un voisinage de 0. Sur SH il existe
une base X1,X2, Y1, Y2,Z de E telle que (Xi, Yi,Z) soit une base de Ki,
i = 1,2 et Z engendre F ; β ′j (Xi, Yi)= 1 pour j 6= i.
Dans ce contexte, l’ensemble C est la réunion des formes proportion-
nelles à ω′1 ou à ω′2. Considéré comme sous-variété de T ∗M, C a pour
équation (dans P) :H[Xj ,Yj ] = 0, j = 1 ou j = 2. Le même raisonnement
que dans la preuve de la Proposition 3.8 permet d’établir les propriétés
annoncées.
(4) On peut supposer que x = 0. On peut alors choisir une section
non nulle Z du module F sur un voisinage de 0. Sur SH ∪ SP , Z est
une base de chaque fibre de F. Choisissant un système de coordonnées
(x1, . . . , x6, z) sur un voisinage de 0 dans lequel Z = ∂∂z , la situation
induite sur R6 identifiée au sous-espace d’équation z= 0 est exactement
la situation de la Proposition 3.5. 2
COROLLAIRE 3.4. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes
transverses à Σ1,j (R7) en 0, j = E,H,P. Il existe alors une stratifi-
cation {S3, S2, {S1,j}j=E,H,P } d’un ouvert de 0 ayant les propriétés sui-
vantes :
(1) S3 est ouverte, S2 est une sous variété de codimension 2, S1,E et
S1,H (resp. S1,P ) sont des sous-variétés de codimension 4 (resp.
5).
(2) Sur S3 ∪ S2 on a la situation générique décrite dans le Corol-
laire 3.3.
(3) Sur S1,j , j =E,H,P , le module de Cartan F est de dimension 1
et par toute direction tangente à F en un point de S1,j passe une
courbe anormale. On a de plus :
(a) toute courbe anormale qui rencontre S1,E en un point x est
tangente à F si elle est dérivable en x. Toute courbe contenue
dans cette variété qui est tangente à F presque partout (si elle
existe) est anormale,
(b) il existe sur S1,H deux uniques sous fibrés K1 et K2 de E
transverses qui contiennent F. Toute courbe anormale qui
rencontre S1,H en un point x est tangente à l’un des fibrés
K1 ou K2,
(c) il existe sur S1,P un unique sous fibré K qui contient F et
tel que toute courbe anormale qui rencontre S1,P et qui est
dérivable en ce point est tangente à K . De plus, pour toute
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suite xn ∈ S1,H qui converge vers S1,P , la limite de (Ki)xn est
égale à Kx .
Appartenance à Σ0
PROPOSITION 3.10. – Soit ω un germe de 1-formes indépendantes
dont le 1-jet appartient à Σ0(R7) sur un voisinage U de 0. Il existe des
sous-fibrés K etH de E de dimension respective 4 et 2 tels queH ⊂K et
H est intégrable. Toute courbe anormale est tangente àK et toute courbe
tangente à H est anormale. Pour tout x ∈ U et tout v ∈ K, il existe un
champ de vecteurs local V tangent à K, tel que Vx = v et toutes les
courbes intégrales de V sont anormales.
Preuve. – La démonstration de cette proposition est laissée au lec-
teur. 2
Remarque 3.3. – Puisque la codimension de Σ0(R7) est égale à 8, il
n’existe aucun germe de 1-formes indépendantes transverses à Σ0(R7).
3.4. Etude des anormales pour les distributions de codimension 2
sur des variétés homogènes de dimension 6 et 7
3.4.1. Anormales pour une distribution sur une variété homogène
Dans ce paragraphe, on se place dans la situation où M est une variété
homogène, i.e. où M est le quotient d’un groupe de Lie G par un sous-
groupe discret Γ .
Soit Eˆ une distribution sur G invariante à gauche. Par passage au
quotient, on obtient une distribution E sur M . A Eˆ correspond un sous
espace vectoriel E de l’algèbre de Lie G de G. En toute généralité,
réciproquement, tout sous-ensemble A de G induit par translation à
gauche un fibré Aˆ sur G puis, par passage au quotient, un fibré A sur
M dont la fibre type est A. Si on considère la trivialisation G × G∗ de
T ∗G, l’annulateur Pˆ de Eˆ s’identifie à G× P où P est l’annulateur de
E dans G∗. Si on note Ωˆ la 2-forme fermée sur Pˆ induite par la forme
symplectique canonique de T ∗G, le noyau de Ωˆ en (x, λ) ∈ T ∗G est
déterminé par le noyau de Ωˆ en (e, λ) via la translation à gauche où e
désigne le neutre du groupe G. On note Ω la 2-forme correspondante
sur le système de Pfaff P sur M obtenu par passage au quotient.
Remarquons que pour Pˆ le noyau de Ω en (x, λ) est complètement
déterminé par le noyau de Ωˆ en (e, λ). La description qui va suivre
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est donc une application directe des Propositions 3.2 à 3.10. Dans le
reste de ce paragraphe, M désigne le quotient d’un groupe de Lie G de
dimension 6 ou 7 par un sous groupe discret Γ et E une distribution
de codimension 2 obtenue par passage au quotient d’une distribution
invariante à gauche Eˆ sur G et on note E le sous espace de G associé à
E. On suppose que E vérifie les conditions d’Hörmander ou, de manière
équivalente, que l’algèbre de Lie engendré par E est égale à G. Dans le
cas contraire, toutes les courbes horizontales sont anormales. Comme on
l’a déjà vu dans les paragraphes précédents, les différents cas dépendent
des “singularités” d’un couple ω = (ω1,ω2) de 1-formes qui définissent
E localement.
Considérons donc une base ω = (ω1,ω2) de l’annulateur P de E dans
G∗.
3.4.2. Cas des variétés de dimension 6
Une forme volume Λ sur G étant choisie, au couple ω est associée une
forme quadratique Q sur R2 définie par Q(X,Y )= aX2 + 2bXY + cY 2
où a, b et c sont caractérisées par les relations :
ω1 ∧ ω2 ∧ dω1 ∧ dω1 = aΛ, ω1 ∧ω2 ∧ dω1 ∧ dω2 = bΛ,
ω1 ∧ ω2 ∧ dω2 ∧ dω2 = cΛ.
On a alors la situation suivante :
Q est de signature (2,0) ou (0,2) : la distribution E ne possède pas de
courbe anormale. Cette distribution vérifie les conditions H 2 fortes.
Q est de signature (1,1) : il existe deux sous-fibrés uniques Fi (i =
1,2), de dimension 2, supplémentaires dans E tels que toute courbe
anormale est tangente à un seul des fibrés Fi . De plus si Fi est le sous
espace de G associé à Fi alors toute courbe tangente à Fi est anormale
si et seulement si E +F3i 6= G. Dans le cas contraire, il existe dans Fi
une droite vectorielle unique Di telle que toute courbe tangente à Fi est
anormale si et seulement si elle est tangente au sous fibré Di associé à
Di .
Q est de signature (1,0) ou (0,1) : il existe un unique sous-fibré F de
E de dimension 2 tel que toute courbe anormale est tangente à F . De
plus, si F est le sous espace de G associé, toute courbe tangente à F
est anormale si et seulement si E +F3 6= G. Dans le cas contraire, il
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existe dans F une unique droite vectorielle D telle que toute courbe est
anormale si et seulement si elle est tangente au sous-fibré D associé à
D.
Q est identiquement nulle : il existe deux sous-fibrés uniques D et F
tels que D ⊂ F , de dimension respective 1 et 3 ayant les propriétés
suivantes :
(1) Toute courbe anormale est tangente à F .
(2) Toute courbe tangente à D est anormale.
(3) Pour tout x ∈M et tout vecteur x ∈ Fx , il existe un champ de
vecteurs V sur M égal à v en x tel que toute courbe intégrale de
V est anormale.
3.4.3. Cas des variétés de dimension 7
Une forme volume Λ sur G étant choisie, au couple ω est associé le
sous-espace vectoriel F de G engendré par les vecteurs Xi, i = 1,2 (resp.
X3) défini par :
iXiΛ= ω1 ∧ω2 ∧ dωi ∧ dωi (resp. iX3Λ= ω1 ∧ ω2 ∧ dω1 ∧ dω2).
On a alors la situation suivante :
dimF = 3 : il existe dans F un sous-ensemble algébrique A de
dimension 2, invariant par homothétie, tel que toute courbe anormale
est tangente presque partout au sous-fibré A de E induit par A. Pour
tout x ∈M et tout v ∈ Ax, il existe un champ de vecteurs V égal à v
en x et tel que toute courbe intégrale de V soit une courbe anormale.
dimF = 2 : E (resp. F ) contient un sous espace vectoriel K de
dimension 3 (resp. un ensemble algébrique A de dimension 2) tel que
dimF ∩K= 1 avec les propriétés suivantes :
(1) Toute courbe anormale est tangente au fibré A ou K sur M
induit par A et K respectivement.
(2) Pour tout x ∈M et tout v ∈ Ax, il existe un champ de vecteurs
V égal à v en x et tel que toute courbe intégrale de V soit une
courbe anormale.
(3) Pour K on a l’une des situations suivantes :
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(a) E+[K,E] + [K, [K,E]] = G : dans ce cas, il existe un
sous-espace vectoriel H de K de dimension 2 tel que
toute courbe anormale tangente presque partout au fibré K
est anormale si et seulement si elle est tangente presque
partout à H sur M induit par H.
(b) E+[K,E] + [K, [K,E]] 6= G : dans ce cas, toute courbe
tangente à K est anormale.
dimF = 1 : Si Z est une base de F, considérons la 6-forme Λ˜ = iZΛ
sur G. Au couple ω est associée une forme quadratique Q sur R2
définie par Q(X,Y )= aX2 + 2bXY + cY 2 où a, b et c sont donnés
par les relations :
ω1 ∧ω2 ∧ dω1 ∧ dω1 = aΛ˜, ω1 ∧ω2 ∧ dω1 ∧ dω2 = bΛ˜,
ω1 ∧ω2 ∧ dω2 ∧ dω2 = cΛ˜.
On a alors l’une des trois situations suivantes :
(1) Q est de signature (2,0) ou (0,2) : les seules courbes
anormales sont les courbes tangentes au fibré F .
(2) Q est de signature (1,1) : il existe dans E deux sous espaces
vectoriels K1 et K2 de dimension 3 qui contiennent F et
qui sont transverses dans E tels que toute courbe anormale
est tangente (presque partout) à l’un des fibrés Ki induit sur
M par Ki , i = 1,2. De plus, pour i = 1 ou i = 2, si E +
[Ki ,E] + [Ki , [Ki ,E]] = G, Ki contient un unique sous espace
Hi qui peut être transverse à F ou le contenir et tel qu’une
courbe tangente (presque partout) au fibréKi est anormale si et
seulement si elle est tangente presque partout au fibréHi induit
sur M . Dans le cas contraire, toute courbe tangente (presque
partout) au fibré Ki est anormale.
(3) Q est de signature (1,0) ou (0,1) : il existe dans E un seul
sous-espace vectoriel K qui possède les mêmes propriétés que
les sous espaces Ki précédents.
dimF = 0 : il existe dans E deux sous-espaces vectoriels H et K tels
que H⊂K de dimension respective 2 et 4, H étant une sous algèbre
commutative de G avec les propriétés suivantes :
(a) Toute courbe anormale est tangente au fibré K induit sur M et
toute courbe tangente au fibré H induit est anormale.
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(b) Pour tout x ∈M et tout v ∈Kx , il existe un champ de vecteurs
V sur M , égal à v en x et tel que toute courbe intégrale de V
soit une courbe anormale.
4. Application à la généricité de couples de tenseurs de Poisson
compatibles
4.1. Introduction et résultats
4.1.1. Structures bipoissoniennes
Si Λ désigne un champ de bivecteurs sur M , on désigne par
Λ# :T ∗M→ TM le morphisme de fibrés vectoriels associé à Λ, défini
en tout point x de M par :




On fera l’abus classique qui consiste à noter Λ au lieu de Λ#.
De manière duale, si Ω est une 2-forme différentielle sur M , on notera
Ω[ : TM→ T ∗M le morphisme de fibrés vectoriels associé à Ω , défini
en tout point x de M par :
∀X,Y ∈ TxM, 〈Ω[(x)X,Y 〉=Ω(x)(X,Y ).
On sera, ici aussi, amené à utiliser souvent, par abus de notation, Ω à la
place de Ω[.
DÉFINITION 4.1. – Une variété de Poisson est la donnée d’un couple
(M,Λ) où M est une variété différentiable et Λ un tenseur de Poisson,
i.e. un tenseur 2-fois antisymétrique vérifiant la condition [Λ,Λ] = 0 où
[ , ] désigne le crochet de Schouten défini par :
[Λ,Λ](α,β)= LΛβ(Λ)α +Λ.LΛα(β)+Λ.d〈α,Λ0β〉.
Si (M,Λ) est une variété de Poisson, l’image de Λ dans TM est une
distribution singulière que l’on notera imΛ. Le théorème suivant dû à
Weinstein [24] donne les propriétés de cette distribution :
THÉORÈME 4.1. – Soit M une variété de Poisson de dimension m.
Alors la distribution imΛ est intégrable. De plus, si Λ est de rang 2p en
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un point a deM , il existe alors un voisinage ouvert de a qui s’identifie au
produit d’une variété symplectique V de dimension 2p et d’une variété
de Poisson V ′ de dimension m− 2p dont le rang au point image de a est
nul.
On dira que le feuilletage de M défini par imΛ est le feuilletage de
Weinstein de Λ.
DÉFINITION 4.2. – Une structure bipoissonienne sur une variété
différentiable M est définie par la donnée d’un couple (Λ∞,Λ0) de
tenseurs de Poisson non colinéaires où Λ∞ est de rang maximum et où
Λ0 est compatible avec Λ∞, i.e. vérifie la relation
[Λ∞,Λ0] = 0
où [ , ] désigne le crochet de Schouten défini par :
2[Λ∞,Λ0](α,β)=LΛ∞β(Λ0)α+Λ0.LΛ∞α(β)+Λ0.d〈α,Λ∞β〉
+LΛ0β(Λ∞)α+Λ∞.LΛ0α(β)+Λ∞.d〈α,Λ0β〉.
Les diverses contraintes sur les champs de tenseurs 2-fois contrava-
riants Λ∞ et Λ0 se traduisent, en coordonnées locales, par :
Λija =−Λjia et σijkΛila ∂lΛjkb +Λilb ∂lΛjka = 0 où a, b ∈ {∞,0}.
L’antisymétrie des tenseurs de PoissonΛ∞ etΛ0 entrainent les relations :
tΛ#a =−Λ#a .
Remarque 4.1. – La condition [Λ,Λ] = 0 est équivalente, sur une
variété de dimension paire, pour des éléments Λ# de rang maximum, à
la condition de fermeture : d(Λ#−1)= 0.
DÉFINITION 4.3. – (M,Λ∞,Λ0) est une variété bipoissonienne. Un
champ d’endomorphismes N :TM → TM tel que Λ#0 = N.Λ#∞ est
appelé opérateur de récursion du couple (Λ∞,Λ0).
Dans le cas où N existe, la condition de compatibilité de Λ∞ et Λ0
entraine la nullité de la torsion de Nijenhuis de N définie par :
T (N)(X,Y )= [NX,NY ] −N[NX,Y ] −N[X,NY ] +N2[X,Y ].
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PROPOSITION 4.1. – (1) (M,Λ∞,Λ0) est une variété bipoissonienne
de dimension 4. Il existe sur M un unique opérateur de récursion.
(2) (M,Λ∞,Λ0) est une variété bipoissonienne de dimension 5. Il
existe un opérateur de récursion N (non unique) pour le couple (Λ∞,Λ0)
si et seulement si kerΛ∞ ⊂ kerΛ0.
A tout couple de tenseurs de Poisson compatibles (Λ∞,Λ0), on
associe la famille de tenseurs (Λt)t∈R∪{∞} définie par :
pour t ∈R, Λt =Λ0 + t.Λ∞,
pour t =∞, on posera : Λt =Λ∞.
Cette famille est en bijection avec l’ensemble des directions du plan
engendré, en chaque point, par les deux bivecteurs non colinéaires Λ∞ et
Λ0.
On note Et l’espace caractéristique de Λt , i.e. la distribution singulière
imΛt ⊂ TM . Remarquons que Et est intégrable puisqu’on a :
[Λtα,Λtβ] =Λt {α,β}Λt
où {α,β}Λt = LΛtβ(α)−LΛtα(β)+ d〈β,Λtα〉.
On note Wt le feuilletage de Weinstein associé.
Lorsque M est de dimension impaire 2m+ 1, introduisons maintenant
d’autres objets liés à la famille des tenseurs (Λt)t∈R∪{∞}. Considérons
localement un champ de 2m+ 1-vecteurs Ξ de rang maximum 2m+ 1
sur un ouvert U de M . On introduit l’opérateur j défini par :
∀ω,ω1, . . . ,ω2m ∈ χ∗(M), (jωΞ) (ω1, . . . ,ω2m)=Ξ(ω,ω1, . . . ,ω2m).
On associe alors aux tenseurs Λm−l∞ ∧Λl0, l = 0, . . . ,m, les 1-formes ωl
définies par :
jωlΞ =Λm−l∞ ∧Λl0.
Le module de 1-formes sur U engendré par ω0, . . . ,ωm ne dépend
pas du choix (local) de Ξ . Par recollement, on définit ainsi un sous-
module C de 1-formes sur M appelé module de Cartan de la structure
bipoissonienne.
L’annulateur O du module de Cartan est appelé ossature de la
structure bipoissonienne.
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L’intersection A de tous les espaces caractéristiques Et est appelée
armature de la structure bipoissonienne.
Lorsque Λ∞ et Λ0 sont de rang maximum 2m, chaque feuille de Wt
est une hypersurface, le module de Cartan est une distribution régulière
de rang m + 1 qui est engendré par les champs de direction de 1-
formes kerΛt , t ∈R∪{∞}, l’ossature et l’armature sont des distributions
régulières égales et intégrables (cf. par exemple [20]). Il est clair que cette
situation n’a plus lieu si par exempleΛ0 présente des singularités de rang.
Pour les dimensions 4 et 5, l’objet de cette partie est d’établir les
résultats suivants :
THÉORÈME 4.2. – Sur les variétés de dimension 4, génériquement
dans l’ensemble des couples de tenseurs de Poisson compatibles indé-
pendants Λ= (Λ∞,Λ0) (dont le premier est de rang maximum), il existe
une stratification de la variété
S4(Λ)= {SE(Λ),SH,4(Λ), SH,2(Λ), SP,4(Λ), SP,2(Λ)}
telle que si N est l’opérateur de récursion associé on ait :
(1) SE(Λ) est un ouvert (éventuellement vide) sur lequel l’opérateur
de récursion N est inversible et possède deux valeurs propres
complexes conjuguées.
(2) SH,4(Λ)∪SH,2(Λ) est un ouvert (éventuellement vide) sur lequel
il existe une décomposition du fibré TM en somme directe des
sous-fibrés F1 et F2, de dimension 2, intégrables, qui sont les
espaces propres de l’opérateur de récursion N. De plus, il
existe deux fonctions réelles et distinctes t1 et t2 sur SH,4(Λ) ∪
SH,2(Λ) telles que les tenseurs Λt1 et Λt2 soient de rang 2 et les
feuilletages de Weinstein Wt1 et Wt2 associés soient précisément
les feuilletages définis par F1 et F2. Sur l’ouvert SH,4(Λ), t1 et t2
sont toutes deux différentes de 0 et sur la sous-variété SH,2(Λ),
de codimension 1, l’une des fonctions t1 ou t2 est égale à 0.
(3) Au dessus de la variété SP,4(Λ) ∪ SP,2(Λ) de codimension 1 (si
elle est non vide), l’opérateur de récursion ne possède qu’une
seule valeur propre qui est réelle et il existe un champ de plans F
égal au sous-espace propre de l’opérateur de récursion. De plus,
il existe une unique fonction réelle t0 telle que Λt0 soit de rang 2
et que le feuilletage de Weinstein associé soit tangent à F . Sur la
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variété SP,4(Λ) (de codimension 1) on a t0 6= 0 tandis que sur la
variété SP,2(Λ) (de codimension 2) on a t0 = 0.
THÉORÈME 4.3. – Sur les variétés de dimension 5, génériquement
dans l’ensemble des couples de tenseurs de Poisson compatibles indé-
pendants Λ= (Λ∞,Λ0) (dont le premier est de rang maximum), il existe
une stratification de la variété




(1) s’il n’est pas vide, S3(Λ) est un ouvert sur lequel on a :
• la dimension du fibré de Cartan C est égale à 3,
• la codimension du feuilletage de WeinsteinWt est égale à 1 pour
tout t ∈R ∪ {∞},
• les fibrés O et A sont égaux et de rang 2.
(2) S2,4(Λ) ∪ S2,2(Λ) est une sous-variété, éventuellement vide, de
codimension 2. On a de plus, au dessus de cette sous-variété :
• la dimension du fibré de Cartan C est égale à 2 et donc dimO =
3,
• A est un fibré en droites,
• il existe une unique fonction réelle t0 telle que le feuilletage de
Weinstein Wt0 associé soit de codimension 3 et pour tout t 6= t0,
la codimension du feuilletage de Weinstein Wt est 1. En fait,
t0 6= 0 sur la variété (de codimension 2) S2,4(Λ) et t0 = 0 sur la
variété (de codimension 3) S2,2(Λ).
(3) S1,E(Λ)∪S1,H,4(Λ)∪S1,H,2(Λ)∪S1,P ,4(Λ) est une sous-variété,
éventuellement vide, de codimension 4 et S1,H,2(Λ) ∪ S1,P ,4(Λ)
sont des points isolés. Au dessus de cette sous-variété, on a :
• la dimension du fibré de Cartan C est égale à 1 et donc dimO =
4,
• tous les feuilletages de Weinstein Wt , pour tout t ∈ R ∪ {∞},
sont tangents à O,
• dimA est égale respectivement à 0, 2 et 4 au dessus de
S1,H,4(Λ)∪S1,H,2(Λ), S1,P ,4(Λ) et S1,E(Λ) respectivement. De
plus :
• sur S1,H,4(Λ)∪S1,H,2(Λ), il existe deux fonctions réelles t1 et t2
distinctes telles que les feuilletages de Weinstein Wti , i = 1,2,
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associés soient de dimension 2 et transverses dans O et les
autres feuilletages Wt pour t 6= t1 et t 6= t2 ont le même fibré
tangent O : par ailleurs, sur S1,H,4, t0 et t1 sont tous deux
différents de 0 et l’une des deux fonctions vaut 0 sur S1,H,2,
• sur S1,P ,4(Λ), il existe un unique t0 6= ∞ tel que la dimension
du feuilletage de Weinstein Wt0 soit 2 et pour t 6= t0 les autres
feuilletages de Weinstein ont le même fibré tangent O,
• sur S1,E(Λ) tous les feuilletages de Weinstein Wt ont le même
fibré tangent O.
Remarque 4.2. – Le cas de S3(Λ) correspond à la situation développée
de manière exhaustive en termes de feuilletages dans [20] pour des
variétés connexes orientables de dimension 5. Trois cas se présentent
alors :
• les feuilles de A sont des tores T2, fibres d’une fibration localement
triviale au dessus d’une variété de dimension 3 fermée, connexe et
orientable,
• les adhérences des feuilles de A sont de dimension 3 et on a une
fibration de M au dessus d’une surface fermée,
• les adhérences des feuilles de A sont de dimension 4 et M est un
fibré sur le cercle S1.
4.1.2. Champs bihamiltoniens et champs bidynamiques
Considérons une variété de Poisson (M,Λ). Classiquement, un champ
hamiltonien est un champ de vecteurs X tel qu’il existe une fonction
hamiltonienne h :M→ R telle que X = Λ(dh). Les courbes intégrales
de X qui représente la “dynamique” associée à l’hamiltonien h sont
alors contenues dans l’une des “feuilles” h = cte, i.e. dans un “niveau
d’énergie constant”. Si, de plus, Λ n’est pas de rang égal à la dimension
deM , un champ hamiltonien est alors tangent au feuilletage de Weinstein
deΛ et les courbes intégrales deX sont contenues dans l’intersection des
“feuilles” h= cte et les feuilles de Weinstein de Λ.
Plus généralement, on peut définir :
DÉFINITION 4.4. – (M,Λ) est une variété de Poisson.
(1) On dit que X est un champ localement hamiltonien s’il existe une
1-forme fermée α telle que X =Λα.
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(2) On dit que X est un champ dynamique s’il existe une forme
différentielle α telle que X = Λα et telle que la restriction de α
à chaque feuille de Weinstein de Λ soit fermée.
Si X est un champ localement hamiltonien, il existe localement une
fonction hamiltonienne h telle que X = Λ(dh). Si X est un champ
dynamique, il résulte du Théorème 4.1 de Weinstein que pour tout x ∈M ,
il existe localement une fonction h telle queX est égal à l’image parΛ de
la restriction de dh à la feuille de Weinstein passant par x ou, de manière
équivalente, sur chaque feuille de Weinstein, localement, il existe une
fonction “hamiltonienne” h telle que les courbes intégrales de X soient
contenues dans un “niveau d’énergie” h= cte.
Si maintenant (M,Λ∞,Λ0) est une variété bipoissonienne, un champ
bihamiltonien est un champ X qui est hamiltonien pour chacune des
structures de Poisson (M,Λ∞) et (M,Λ0). Dans ce cas, si X =
Λ∞ dh∞ = Λ0 dh0, les courbes intégrales de X sont contenues dans
l’intersection des “niveaux d’énergie” h∞ = cte et h0 = cte et les feuilles
de Weinstein de Λ∞ et Λ0. Dans ce cas (M,Λ∞,Λ0,X) s’appelle une
variété bihamiltonienne ([8,20], . . .).
Plus généralement, on peut définir :
DÉFINITION 4.5. – Soit (M,Λ∞,Λ0) une variété bipoissonienne.
(1) On dit que le champ de vecteurs X est localement bihamiltonien si
X est localement hamiltonien pour chacune des deux structures.
(2) On dit que le champ X est bidynamique si X est dynamique pour
chacune des deux structures.
Pour les variétés de dimension 4 et 5, on obtient les résultats suivants :
THÉORÈME 4.4. – Sur une variété bipoissonienne (M,Λ∞,Λ0) de




LX3∞ = 0, sur une partie dense de M
LX30 = 0, sur une partie dense de M
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Sous ces conditions équivalentes, il existe un unique couple de 1-formes
fermées (α∞, α0) tel que X =Λ∞α∞ =Λ0α0 ; en d’autres termes, X est
localement bihamiltonien.
THÉORÈME 4.5. – Sur une variété bipoissonienne (M,Λ∞,Λ0) de




LXΛ∞ = 0, sur S3
LXΛ0 = 0, sur S3





Sous ces hypothèses équivalentes, il existe un couple de 1-formes fermées
(α∞, α0) tel que X = Λiαi , i =∞,0. Un autre couple (α′∞, α′0) vérifie
ces mêmes propriétés si et seulement αi − α′i appartient au noyau de Λi ,
i =∞,0 ; en d’autres termes, X est localement bihamiltonien.
COROLLAIRE 4.1. – Soit (M,Λ∞,Λ0) une variété bipoissonienne
générique. Tout champ bidynamique X surM est tangent à l’intersection
des feuilletages de Weinstein de Λ∞ et Λ0 et est aussi tangent à toutes
les strates de la stratification Sp(Λ).
4.2. Généricité des champs de bivecteurs compatibles transverses
On se propose d’établir que l’ensemble des éléments de P 2 transverses
à Sp(M) n’est pas vide (pour p = 4,5). On obtiendra alors, pour tout
élément générique w (i.e. appartenant à un ensemble résiduel) de P 2, une
stratification Sp(w) sur la variété. L’obtention de tels résultats se ramène
à la recherche d’exemples de sections de W2(Rp) transverses à chaque
strate de Sp(Rp) en 0 ∈Rp.
Nous démontrerons ensuite les Théorèmes 4.2 et 4.3.
Afin d’alléger les notations, le système de coordonnées (x1, . . . , xp)
en 0 étant fixé, nous écrirons ∂xi au lieu de ∂
∂xi
pour i = 1, . . . , p et on
écrira tout bivecteur de Vp2 sous la forme
∑
16i<j6p y
ij ∂xi ∧ ∂xj .
4.2.1. Cas d’une variété de dimension 4
PROPOSITION 4.2. – Exemples d’éléments compatibles transverses à
S4(M)
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(1)
wE =
 ∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
λ(∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4)+µ(∂x1 ∧ ∂x4 + ∂x2 ∧ ∂x3)
 ,
où µ est un réel non nul, est un élément de P 2 transverse à SE(R4) en 0.
(2)
wH,4 =
 ∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
a∂x1 ∧ ∂x2 + b∂x3 ∧ ∂x4
 ,
où a et b sont deux réels différents, tous deux non nuls, est un élément de
P 2 transverse à SH,4(R4) en 0.
(3)
wH,2 =
 ∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
a∂x1 ∧ ∂x2 + x3∂x3 ∧ ∂x4





∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
(a + x1)∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x1 ∧ ∂x4 − x3∂x2 ∧ ∂x3 + x4∂x2
∧ ∂x4 + a∂x3 ∧ ∂x4
 ,
où le réel a est non nul, est un élément de P 2 transverse à SP,4(R4) en 0.
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(5)
wP,2 =
 ∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
x1∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x1 ∧ ∂x4 − x3∂x2 ∧ ∂x3 + x4∂x2 ∧ ∂x4

est un élément de P 2 transverse à SP,2(R4) en 0.
Preuve. – (1) Remarquons que SE(R4) est ouvert ; puisque pour tout x
dans un voisinage de 0, on a wE(x) ∈ SE(R4), on en déduit que wE est
bien transverse à SE(R4) en 0. Il est alors évident que wE ∈ P 2.
(2) La démonstration est analogue pour wH,4 transverse à l’ouvert
SH,4(R4).
(3) Un résultat classique de [18] indique que chaque 2-forme différen-
tielle a dx1 ∧ dx2 + xidx3 ∧ dx4, où i ∈ {1,2,3,4}, est transverse à la
strate σ 2 (notée Σ2 dans [18]) du fibré Λ2T ∗M correspondant à l’en-
semble des valeurs des 2-formes de rang 2 en les différents points de M .
Cette transversalité se transpose à la stratification du fibréΛ2TM. Le fait
que SH soit ouvert permet alors de conclure à la transversalité de wH,2 à
SH,2(R4) en 0.
Un simple calcul montre que[
∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4, a∂x1 ∧ ∂x2 + x3∂x3 ∧ ∂x4]
= [a∂x1 ∧ ∂x2 + x3∂x3 ∧ ∂x4, a∂x1 ∧ ∂x2 + x3∂x3 ∧ ∂x4]= 0.
∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4 et a∂x1 ∧ ∂x2 + x3∂x3 ∧ ∂x4 sont donc deux
tenseurs de Poisson compatibles.
(4) Avec des notations déjà usitées, SP a pour équation locale :
(y12 − y34)2 + 4(y13y24 − y14y23) = 0. L’espace tangent à SP,4(R4) en
(∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4, a∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x1 ∧ ∂x4 + a∂x3 ∧ ∂x4)0 a
pour équation : (dy23)0 = 0. La transversalité d’un champ de bivecteurs
(w1,w2) à SP,4(R4) en 0 se traduit alors par la non nullité d’au moins un




où i ∈ {1,2,3,4}. Un simple calcul permet de conclure à
la transversalité.
(5) L’espace (V42 −{0})×σ 2 a pour équation locale : y12y34−y13y24+
y14y23 = 0.
Les espaces tangents à SP (R4) et à (V42 − {0})× σ 2 en (∂x1 ∧ ∂x2 +
∂x3 ∧ ∂x4, ∂x1 ∧ ∂x4)0 ont la même équation : (dy23)0 = 0. Etablissons
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que
wP,2 =
 ∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
x1∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x1 ∧ ∂x4 − x3∂x2 ∧ ∂x3 + x4∂x2 ∧ ∂x4

est un élément de P 2 transverse à SP,2(R4) en 0 en exhibant deux
vecteurs tangents à R4 en 0 dont l’image par dwP,2(0) sont deux vecteurs
non colinéaires tous deux transverses à TwP,2(0)SP,2. On peut choisir
∂x1 + ∂x3 et ∂x3 qui ont pour image respective ∂y12 − ∂y23 et −∂y23.
Le fait que les deux tenseurs soient compatibles s’obtient par simples
calculs. 2
Preuve du Théorème 4.2. –
(1) Les propriétés de la strate SE(Λ) sont évidentes.
(2) Considérons un couple (Λ∞,Λ0) tel que SH (Λ) ne soit pas vide.
En fait SH (Λ)= SH,4(Λ) ∪ SH,2(Λ). Comme Λ∞ est de rang 4, soient
f1(x) et f2(x) les opposées des racines en x ∈ SH (Λ) du polynôme
X2 + 2BX + C où Λ∞ ∧ Λ0 = B Λ2∞ et Λ20 = CΛ2∞. f1(x) et f2(x)
sont alors les valeurs propres, en x, de l’opérateur de récursion N =
Λ#0.(Λ
#∞)−1 dont le polynôme caractéristique χ s’écrit alors sous la
forme : (X− f1)2(X− f2)2 ; f1(x) et f2(x) sont distinctes en tout point
de SH (Λ) et l’endomorphisme N(x) est diagonalisable en tout point
de l’ouvert SH (Λ). On note alors Ni = N − fiId ; kerNi(x) est bien
entendu le sous-espace propre associé à la valeur propre fi(x) ; puisque
N(x) est diagonalisable, on a aussi kerNi(x) = kerN2i (x), sous-espace
caractéristique de N(x).
On a une décomposition de T SH (Λ) en somme directe : T SH (Λ) =
kerN1⊕kerN2. Etablissons que chacune des 2 distributions kerNi est
intégrable en prouvant, puisque Ni est partout de rang 2 sur SH (Λ),
qu’elle est involutive, en utilisant en particulier le fait que [N,N] = 0 :
Pour tout champ de vecteurs u et v de kerNi on a :
[N,N](u, v)= [Nu,Nv] −N[Nu,v] −N[u,Nv] +N2[u, v]
= f 2i [u, v] + fi.u(fi).v − fi.v(fi).u− fi.N[u, v]
+ fi.v(fi).u− fi.N[u, v] − fi.u(fi).v+N2[u, v]
= (N − fiId)2[u, v].
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On obtient donc : (N−fiId)2[u, v] = 0 et par conséquent, puisque N est
diagonalisable, (N − fiId)[u, v] = 0 ; ainsi [u, v] ∈ kerNi et le résultat
en découle.
On obtient alors, sur l’ouvert SH(Λ), 2 feuilletages supplémentaires.
Le point x0 de SH (Λ) étant fixé, choisissons une base e1, . . . , e4 de
Tx0M dans laquelle on ait : Λ∞ = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 et Λ0 = a.e1 ∧ e2 +
b.e3 ∧ e4 avec a 6= b. Pout t ∈ R, on a alors : Λt = (a + t).e1 ∧ e2 +
(b + t).e3 ∧ e4. Pour t1 = −a et t2 = −b, le rang de Λt est égal à 2.
imΛt1 (resp. imΛt2 ) est alors engendré par e3 et e4 (resp. e1 et e2) qui
constituent précisément une base de kerN2 (resp. kerN1). Sur SH,4(Λ)
on a ti 6= 0 ; par contre, sur SH,2(Λ) l’une des ti vaut 0.
(3) Au dessus de SP (Λ), lorsque cet ensemble est non vide, la
démonstration est analogue au cas précédent : on a une distribution
égale à ker(N − f0Id) où N , non diagonalisable, admet f0 comme seule
fonction valeur propre. 2
4.2.2. Cas d’une variété de dimension 5




 ∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
∂x5 ∧ ∂x4 + λ∂x1 ∧ ∂x3
 ,




∂x1 ∧ ∂x2 + ∂x3 ∧ ∂x4,
∂x1 ∧ ∂x5 + x4∂x2 ∧ ∂x3 + x3∂x2 ∧ ∂x4 + λ∂x3
∧ ∂x4 − λx4∂x3 ∧ ∂x5 − λx3∂x4 ∧ ∂x5

où λ 6= 0 est un élément de P 2 transverse à S2,4(R5) en 0.
Preuve. – On utilise des techniques analogues à celles utilisées pour la
démonstration de la Proposition 4.2.
(1) S3(R5) est ouvert et w3(0) ∈ S3(R5).
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(2) L’espace tangent à S2(R5) en (∂x1∧ ∂x2+ ∂x3∧ ∂x4, ∂x1∧ ∂x5+
λ∂x3 ∧ ∂x4)0 a pour équations locales : dy24 − λdy45 = 0 et dy23 −
λdy35 = 0. On obtient le résultat escompté par simples calculs. 2
Preuve du Théorème 4.3. – De nouveau, les arguments classiques de
transversalité permettent d’obtenir la structure de chacune des strates.
(1) On se place en un point x0 de S3(Λ). On choisit alors une base
adéquate de Tx0M dans laquelle on a une écriture du type : Λ∞ =
e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, Λ0 = e5 ∧ e4 + λ.e1 ∧ e3 où λ 6= 0. On peut alors
écrire :
∀t ∈R, Λt = e1 ∧ (t.e2+ λ.e3)+ (t.e3+ e5)∧ e4. Il est alors facile de
voir que ∀t ∈ R ∪ {∞}, codimWt = 1 et que ⋂t∈R∪{∞}imΛt = 〈e1, e4〉.
Un simple calcul permet d’établir que C = 〈e∗2, e∗3, e∗5〉 ; on obtient
immédiatement O = C◦ = 〈e1, e4〉, ce qui permet d’obtenir le résultat
annoncé.
(2) On se place en un point x0 de S2(Λ). Dans une base adéquate de
Tx0M , on a une écriture de la forme :
Λ∞ = e1 ∧ e2+ e3∧ e4, Λ0 = e1 ∧ e5+ λ.e3∧ e4. On en déduit alors :
∀t ∈ R, Λt = e1 ∧ (te2 + e5)+ (λ+ t).e3 ∧ e4. On obtient le résultat
escompté au niveau de la dimension des feuilles avec t0 = −λ. D’autre
part, il est facile de voir que l’espace
⋂
t∈R∪{∞} imΛt est engendré par e1
d’où le résultat sur la dimension de A.
Un simple calcul donne ici C = 〈e∗2, e∗5〉 donc de dimension 2 et son
annulateur O est de dimension 3.
(3) se démontre de manière analogue en considérant les trois cas
classiques. En particulier, on a : C = 〈e∗5〉 et donc O = 〈e1, e2, e3, e4〉.
(a) pour x0 ∈ S1,E(Λ), on a en utilisant les écritures déjà usitées :
∀t ∈ R ∪ {∞}, imΛt = {e1, e2, e3, e4} et ainsi dimA= 4.
(b) pour x0 ∈ S1,P (Λ), il existe un réel t0 tel que imΛt0 = {e1, e4} et
pour t 6= t0, imΛt = {e1, e2, e3, e4} ; on a alors dimA= 2.
(c) pour x0 ∈ S1,H (Λ), il existe deux éléments t1 et t2 distincts tels
que : imΛt1 = {e3, e4} et imΛt2 = {e1, e2}. Le résultat en découle. 2
4.3. Existence de champs localement bihamiltoniens
L’objet de ce paragraphe est de prouver les Théorèmes 4.4 et 4.5. On
commence par rappeler sous forme de lemmes des résultats sur le crochet
de Schouten de 2 tenseurs de Poisson qui nous serviront à la preuve de
ces théorèmes.
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LEMME 4.1. – Pour α,β ∈X ∗(M), on a :
(1) [Λ,Λ](α,β)=Λ#(dβ)[Λ#(α)+LΛ#β(Λ)α.
(2) 2[Λ0,Λ1](α,β)=Λ#0(dβ)[Λ#1(α)+LΛ#1β(Λ0)α+Λ#1(dβ)[Λ#0(α)+LΛ#0β(Λ1)α.
Preuve. – (1) Par définition, on a :
[Λ,Λ](α,β)=LΛβ(Λ)α +Λ.LΛα(β)+Λ.d〈α,Λβ〉.
On est donc ramené à établir, en utilisant les abus de notations classiques,
que : dβ.Λα = LΛαβ + d〈α,Λβ〉.
En utilisant la relation LX = iX ◦ d + d ◦ iX, on obtient :
(LΛαβ)X= (iΛαdβ)X + (diΛαβ)X = dβ(Λα,X)+X.iΛαβ
= dβ(Λα(X))−X〈Λβ,α〉.
On obtient le résultat escompté puisque X 〈Λβ,α〉 = d〈Λβ,α〉 (X).
(2) On obtient ce résultat par des calculs analogues aux précédents. 2
On a aussi le résultat classique :
LEMME 4.2. – (M,Λ) est une variété de Poisson.
X est un champ de vecteurs sur M tel qu’il existe une forme fermée α
telle que X=Λ#(α).
On a alors LXΛ= 0.




alors dα|imΛ = 0 pour X=Λα.
Preuve. – A l’aide de la relation (1) du Lemme 4.1, on aboutit à :
∀β,γ ∈ χ∗(M), dα(Λβ,Λγ ) = 0 et le résultat cherché en dé-
coule. 2
4.3.1. Preuve du Théorème 4.4
M est une variété de dimension 4. On se donne un couple (Λ∞,Λ0)
de tenseurs de Poisson compatibles et transverses à la stratification
raffinée S4(M) de P 2(M). On dira alors que (M,Λ∞,Λ0) est une variété
bipoissonienne générique.
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On rappelle le résultat suivant de [18] :
LEMME 4.4. – Pour un tenseur de Poisson Λ générique relativement
à la stratification {σ4, σ2, σ0} par le rang du fibré vectoriel Λ2TM , si
Λ est transverse à la strate σ2(M), l’équation X = Λα a une solution
unique (en α) si et seulement si le noyau de Λ s’annule sur X sur un
ouvert dense de σ2 (Λ).
On a la caractérisation des champs localement bihamiltoniens sui-
vante :
LEMME 4.5. – Sur une variété bipoissonienne générique de dimen-
sion 4, on a :









Preuve. – (⇒) : trivial d’après le Lemme 4.2.
(⇐) : d’après le Lemme 4.3, on a :
LXΛ0 = 0
et
X ∈ im Λ0
⇒ dβ|imΛ0 = 0 pour X =Λ0β.
Le fait queX=Λ∞α où dα = 0 est alors évident ;X est ainsi dynamique
pour Λ∞.
Génériquement, l’ensemble des points x de M où dim imΛ0x = 4 est
l’ouvert dense M \ (σ2(Λ0) ∪ σ0(Λ0)) ; la forme β étant fermée sur
M \ (σ2(Λ0) ∪ σ0(Λ0)) l’est aussi sur M et on a ainsi X = Λ0β où
dβ = 0 ; on en déduit donc que X est dynamique pour Λ0. 2
Preuve du Théorème 4.4. – Par un argument de densité on a les
équivalences suivantes : (i) ⇔ (i′) et ( ii)⇔ (ii′).
Etablissons alors l’équivalence (iii) ⇔ (iii′) : l’implication (iii′) ⇒
(iii) est évidente. Prouvons alors (iii)⇒ (iii′) : on introduit la projection
suivant la deuxième composante pi : (Λ∞,Λ0) → Λ0 (pour Λ∞ de
rang maximum) ; pi−1(σ2(M))= SH,2(M) ∪ SP,2(M) est alors une sous
variété de codimension 1 (image réciproque de la strate de rang 2 par
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la submersion pi ) avec SH,2(M) = SH,2(M) ∪ SP,2(M). La conclusion
résulte alors du Lemme 4.4. 2
4.3.2. Preuve du Théorème 4.5
M est maintenant une variété de dimension 5. On se donne un couple
de tenseurs de Poisson compatibles et transverses à la stratification
raffinée S5(M) de P 2(M). On dira encore que le triplet (M,Λ∞,Λ0)
est une variété bipoissonienne générique.
Modulo un équivalent du Lemme 4.4 qui va suivre, la démonstration
du Théorème 4.5 est analogue à celle du Théorème 4.4 et sera laissée au
lecteur.
Nous allons terminer ce paragraphe en établissant le résultat suivant :
LEMME 4.6. – Soit Λ un bivecteur de rang au moins 2 sur la variété
M de dimension 5 qui est transverse à la variété σ2(M) de Λ2TM des
bivecteurs de rang 2 sur M . Alors il existe une 1-forme α sur M (non
unique) telle que Λα = X si et seulement si X ∈ imΛ sur une partie
dense de l’ensemble des points où Λ est de rang 4.
Preuve. – On note σ2(Λ) l’ensemble des points où Λ est de rang
2. Par hypothèse, Λ est donc transverse à la stratification par le rang
(σ4(M),σ2(M),σ0(M)) de Λ2TM. Considérons un point a ∈ σ2(Λ).
D’après [18], il existe une carte (U,ψ) où U est un voisinage de a
dans R5 et un champ sur U de matrices P inversibles de dimension 5
telles que : ψ(a) = 0 et P−1.A.tP−1 ◦ ψ−1 = Â où A est la matrice
antisymétrique associée à Λ dans le système de coordonnées défini par la
carte et où Â est la matrice

0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 −x1 −x2
0 0 x1 0 −x3
0 0 x2 x3 0

.
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Si on note B la matrice des composantes de X dans le système de
coordonnées, on cherche à résoudre l’équation matricielle :
AT = B(1)
avec la condition que le vecteur colonne B appartient, sur un ensemble
dense de U \ σ2(Λ), à l’image de A (considérée comme application
linéaire). En fait l’Équation (1) est équivalente à l’équation :
ÂS = B̂(2)
avec B̂(y) = P−1.B(x) si ψ(x) = y. Par suite, Â est de rang 2 sur
σ2(Â) = ψ(σ2(Λ)) dont les équations sont x1 = x2 = x3 = 0. Si V =
ψ(U), Â est de rang 4 sur V \ σ2(Â). Enfin, B̂ appartient à l’image de Â








La condition d’appartenance à l’image de Â se traduit par l’équation :
b3x3 − b4x2 + b5x1 = 0.(3)
Par suite, B̂ appartient à l’image de Â sur V \ σ2(Â). Les solutions sont
données par : s2 =−b1, s1 = b2. Pour les autres composantes on a :
• si x1 6= 0, s3 = x3s5+b4x1 , s4 = −x2s5−b3x1 , s5 est indéterminée,
• si x2 6= 0, s3 = −x3s4+b5x2 , s4 est indéterminée, s5 = −x1s4−b3x2 ,
• si x3 6= 0, s3 est indéterminée, s4 = −x2s3+b5x3 , s5 = x1s3−b4x3 .
Montrons que pour toutes fonctions b3, b4, b5 vérifiant la condition (3),
considérées comme fonctions sur un ouvert deR3, à paramètres x1, x2, x3,
il existe une solution globale s3, s4, s5 qui est C∞. En effet, il suffit de
remarquer que sur V l’image de l’application linéaire F associée au
champ de matrices  0 −x1 −x2x1 0 −x3
x2 x3 0

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 x2x1 + x3
x2




















vérifie la condition (3), C appartient au module engendré par B1,B2,B3
sur chacun des ouverts d’équation xi 6= 0, i = 1,2,3 ; il existe des
fonctions γi, i = 3,4,5 C∞ sur V \ {0} telles que : C = γ3B1 + γ4B2 +
γ5B3 ; alors pour S = γ3S1 + γ4S2 + γ5S3 on a F(S) = C. Par suite,
s3 = γ4 + γ5, s4 = γ3, s5 = −γ4 est une solution C∞ sur V \ {0} de
l’Équation (2). On a donc :
b3 =−x1s4 − x2s5, b4 = x1s3 − x3s5, b5 = x2s3 + x3s4.(4)
D’autre part, il résulte de la condition (3) que b3, b4 et b5 sont nulles
en 0. On en déduit que chaque bi, i = 3,4,5, s’écrit de manière unique
λix1+µix2+ νix3 où λi,µi et νi sont des fonctions C∞ sur V ; ainsi les
fonctions s3, s4 et s5 se prolongent en des fonctions C∞ sur V, compte
tenu de (4). Il existe donc une solution C∞ sur V de l’Équation (2) et
par conséquent, il en est de même pour l’Équation (1). On obtient une
solution globale en recollant des solutions locales par une partition de
l’unité. 2
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